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Apresentacao do Material

Caro(a) professor(a), iniciamos, com este caderno, nossa colaborac¢ao com vocé e com sua escola
para, juntos, recuperarmos e fortalecermos o aprendizado de Matematica de nossas criangas e jovens no
ensino bédsico em nosso estado e municipios! A avaliacdo de impacto da pandemia, realizada no fim do
primeiro semestre deste ano, gerou evidéncias sobre quais conhecimentos e habilidades matematicas estao
mais fragilizadas entre alunos do quinto ano e do nono ano. Uma anéalise minuciosa dos dados, tanto
estatistica quanto pedagdgica, revela que a Aritmética dos Niimeros Racionais, em suas representagoes
fracionaria e decimal, estd na base de topicos e técnicas que devemos consolidar inicialmente ao longo
de todos os anos finais do Ensino Fundamental. Ou seja, fortalecendo e construindo novos significados e
abordagens para a Aritmética, teremos fundagoes firmes para a ampliacdo do repertério matematico e o
desenvolvimento cognitivo de nossos alunos.

Utilizando este caderno, vocé pode planejar e executar varios percursos curriculares: o tempo e a
profundidade com os quais vocé trabalhard cada tema devem ser ajustados a cada aula. Sugerimos que
seu planejamento leve em conta o desempenho dos alunos nos exercicios sugeridos ao fim de cada secio.
Ao longo do texto, indicamos sequéncias de tarefas que podem ser usadas em avaliagées formativas:
nessas avaliagoes, é importante que vocé ndo apenas corrija tarefas em termos de “certo” ou “errado”,
mas reconheca as razoes dos eventuais erros e identifique os pontos em que o aluno tem avancos e outros
em que ele(a) ainda necessita de reforcos. Em resumo, torna-se fundamental dar ao aluno néo apenas
uma nota, mas uma devolutiva completa, acompanhada, se possivel, de um roteiro de estudos especifico,
tendo em conta os tépicos em que ele(a) mostre estar com dificuldades.

Resumamos, agora, os conteidos e habilidades trabalhadas neste caderno. O primeiro capitulo, 2,
(re)apresenta interpretacoes aritméticas e geométricas do conceito de fragao, enfatizando a nogao de
equivaléncia de fragdes, central para a definicdo, ao mesmo tempo formal e intuitiva, de niimero
racional. A ideia é usar a representacao geométrica de ntimeros racionais, aqui ainda expressos por
fragoes, como pontos na reta numérica: fixada uma unidade de medida, como fizemos ao introduzir
os numeros naturais, trata-se de representar %, n # 0, como o ponto cuja distdncia a origem é n
vezes menor do que a unidade de medida dada. Desse modo, a equivaléncia entre fracoes pode
ser entendida como uma igualdade de comprimentos ou medidas, em geral, expressas em diferentes
escalas. Esse é o mote com o qual introduzimos toda a discussao sobre equivaléncia e comparacao
de fracoes. Usamos representagoes pictéricas convencionais de fragdes, como “pizzas” e barras, mas
sempre as reinterpretando com o uso da reta numérica. As chamadas regras prdticas para verificar a
equivaléncia ou comparacao de fragoes derivam da definicio, simples e natural, de que a equivaléncia
(respectivamente, comparacao) permanece valida ao multiplicarmos as fragdes em uma relagdo de
igualdade (respectivamente, desigualdade) por um mailtiplo comum. Essa mera observagao é o fundamento
das “regras” e “truques” que, muitas vezes, sdo apresentados como arbitrarios a nossas criancas. Essa
forma de abordar esse tema sedimenta a no¢do de proporcionalidade, que sera construida ao longo
de toda esta etapa do Ensino Fundamental e cujos alicerces ja vém sendo postos desde os anos iniciais.
O capitulo seguinte, 3, parte dessa preparagao cuidadosa para apresentar as operagoes aritméticas entre
nameros racionais na forma de fragées: o objetivo primordial é compreender e utilizar corretamente
os algoritmos das operagoes aritméticas, o segundo tema principal deste caderno. Apresentamos,
detalhadamente, alguns procedimentos para a adigao, subtragao, multiplicagao e divisao de niimeros
racionais na forma de fracdes. Algoritmos que, muitas vezes, usamos de modo irrefletido, como se
fossem regras arbitrarias, sdo explicados e tornados naturais e, portanto, mais aceitaveis: a compreensao
profunda desses procedimentos é necessaria para que o aluno desenvolva as habilidades aritméticas
definidas no DCRC. Procedimentos como “para dividir uma fragdo pela outra, multiplicamos a ‘primeira’
delas pela inversa da ‘segunda’ ”, por exemplo, sdo justificados em termos da relacdao de equivaléncia,
extensamente trabalhada no Capitulo 2, com o suporte das diversas representacdes geométricas das
fragbes. Um objetivo de aprendizagem, premissa deste caderno, é o desenvolvimento do senso numérico
no aluno, em particular da compreensao de que sdo as propriedades das operacoes aritméticas que dao
validade a diferentes algoritmos, nao apenas aos mais conhecidos, mas a outros modos de efetuar os
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1 Sec;do 1.1

céleulos que o préprio aluno possa desenvolver. E preciso ter & mao diversos algoritmos para contextos
e problemas diferentes, parte da ideia da flexibilidade numérica.

Os exercicios ao fim de cada se¢do sao agrupados em sequéncias, ordenadas, cada uma delas, em um
crescendo de complexidade e/ou dificuldade técnica. Alunos com lacunas em conhecimentos mais bésicos
devem ser expostos, inicialmente, as primeiras sequéncias. Agora, alunos que estejam mais desenvoltos
quanto aos fatos e técnicas mais elementares devem ser motivados a fazer as tarefas nas sequéncias
finais. Importante destacar que alguns dos exercicios foram escolhidos para apresentar (ou ilustrar) um
certo conceito ou técnica. Recomendamos que vocé possa apresentar e discutir detalhadamente esses
exercicios com os alunos.

Apresentamos, a seguir, um roteiro possivel para uso deste caderno ao longo de quatro semanas. A
tabela relaciona os objetos de conhecimentos (e suas especificagoes), as habilidades da BNCC e DCRC,
os saberes e habilidades da Matriz dos Saberes e, por fim, quais descritores na Matriz de Referéncia
do SAEB estao sendo trabalhados ou que dependem dos assuntos estudados neste material. Segue,
entdo, uma proposta de rotina pedagoégica semanal.

1.1 - Rotinas pedagodgicas e de uso do material

Os temas a serem trabalhados sdo os conceitos introdutodrios da representacdo dos ntimeros racionais
em termos de fracgoes, especialmente a equivaléncia de fragées e comparaciao de fragdes, nas
secoes 2.1 e 2.2, respectivamente. Além disso, abordaremos, no capitulo 3, os conceitos, representacoes,
procedimentos e alguns usos das operacgoes aritméticas entre fragoes, explicitando as justificativas
e intuicOes relativas aos algoritmos da adigcao, da multiplicagao e da divisao, considerando que
este ultimo é uma fonte de incompreensao e de lacunas conceituais relevantes. Os conhecimentos e
habilidades da BNCC e DCRC correspondentes a essas se¢oes, do segundo ao sétimo ano, sio EF02MAO0S,
EF03MAO08, EF03MA09 e EFO3MA17, EF04MA06, EF04MA09 e EF04MA16, EFO5MA03 a EFO5MAO05,
EF05MAQ7, EFOSMAO8 EFO5MA10, EFO6MAO7 a EFO6MA11 e, finalmente, EFOTMAO08 e EFO5MA12.
Quanto a Matriz dos Saberes, os saberes e habilidades que serdo mobilizados com as atividades nessas
se¢des sa0:

e Saber S03: efetuar operacoes e resolver problemas, envolvendo niimeros racionais e suas represen-
tagoOes fracionarias e decimais

— S03.H1: relacionar divisdo de niimeros naturais a fra¢oes (eventualmente “mistas” ou “improé-
prias”)

— S03.H2: reconhecer (e expressar-se usando) fragoes, em diferentes representacoes e significados,
relacionados a diversos contextos cotidianos, socioeconémicos e cientificos-tecnologicos

— S03.H3: determinar fragoes de um nimero inteiro (e.g., metade, um ter¢o, um quinto, um
décimo, um centésimo de uma dada quantidade), associando-as as nogoes de divisao, fatoracao
ou partes de um todo

— S03.H4: compreender a nocao de equivaléncia de fracoes e suas interpretagoes aritméticas e
geométricas, identificando fragoes equivalentes por métodos aritméticos ou geométricos

— S03.H5: utilizar, de modo correto e justificado, critérios aritméticos e geométricos de equiva-
léncia e comparacao de fracoes

— S03.H8: reconhecer usos e equivaléncias das representacoes de niimeros racionais - escrita
(por extenso), na forma fraciondria e na forma decimal - em diferentes contextos e problemas

— S03.H11: comparar niimeros racionais, em representacoes fracionarias ou decimais

— S03.H12: ordenar ou comparar nimeros racionais, em suas representacoes fracionarias ou
decimais, em particular por meio de sua localizacdo na reta numérica

— S03.H12: associar nimeros naturais a pontos na reta numeérica, determinando a localizacao
de pontos correspondentes aos nimeros

— S03.H13: identificar a localizagdo, na reta numérica, de nlimeros racionais, em suas represen-
tagoOes fracionarias ou decimais, associando pontos a niimeros

— S03.H14: efetuar, segundo algoritmos corretos e justificados, a adi¢gdo ou subtragdo de nimeros
racionais, em suas representacoes fracionarias
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Secdo 1.1 -

— S03.H15: efetuar, segundo algoritmos corretos e justificados, a multiplicagdo ou divisao de
nimeros racionais, em suas representagoes fraciondrias

— S03.H16: efetuar, segundo algoritmos corretos e justificados, operagoes aritméticas (soma,
subtragao, multiplicacdo, divisdo e potenciacdo) de niimeros racionais, em suas representagoes
fraciondrias

— S03.H22: representar geometricamente (e.g., como translagdes, homotetias, areas, etc.) os
procedimentos e propriedades das operacoes aritméticas entre niimeros racionais, usando a
reta numérica ou outros modelos geométricos)

— S03.H23: efetuar aproximagoes, estimativas e arredondamentos de niimeros racionais e dos
resultados de operagoes aritméticas (somas, produtos, diferencas, quocientes e poténcias)
entre esses nimeros

— S03.H24: formular e resolver problemas, motivados por diferentes contextos e com recurso a
diferentes procedimentos, envolvendo a adig¢do ou subtragdo de niimeros racionais, em suas
representacgoes fracionarias ou decimais

— S03.H25: formular e resolver problemas, motivados por diferentes contextos e com recurso a di-
ferentes procedimentos, envolvendo operagoes entre niimeros racionais, em suas representacoes
fracionarias ou decimais

Os conhecimentos e habilidades da BNCC e DCRC e os saberes e habilidades da Matriz dos Saberes,
mencionados anteriormente, estdo diretamente associados aos seguintes descritores na Matriz de
Referéncia do SAEB para o nono ano: D17, D21, D22, D23, D25 e D26 e tém correlacdo com os
descritores D24, D28 e D29 (no contextos de representagao decimal, porcentagens e proporcionalidade,
tépicos a serem trabalhados em outros cadernos).

Em resumo, os saberes e habilidades (S03.H1, S03.H2, etc.) listados acima devem ser entendidos
como metas de aprendizagem dos alunos, associadas as habilidades da BNCC e DCRC, para o
sexto e sétimo anos, j4 mencionadas. Além disso, estabelecem uma base firme para os conhecimentos
e habilidades demandados pelo SAEB e pelo SPAECE do nono ano, especialmente em relagdo aos
descritores enumerados anteriormente.

Em seu planejamento curricular para um més, recomendamos o trabalho com este caderno de modo

a cobrir essas metas de aprendizagem. Na sequéncia, sugerimos um roteiro de uso do caderno com essa
finalidade.

1.1.1 - Primeira quinzena

Na rotina pedagodgica, propomos que, na primeira quinzena, sejam trabalhadas as seguintes sec¢oes:

o Fracoes equivalentes, 2.1 e comparando frages, 2.2: nestas segOes, apresentamos a nocao de
equivaléncia de fragoes, essencial para a definicdo dos ntmeros racionais e para justificar os
algoritmos das operagoes aritméticas que serdo abordados na sequéncia. Enfatizamos a importancia
de considerar fragoes equivalentes como expressoes de um dado comprimento na reta numeérica,
em relagao a 0, tomado como ponto de referéncia: as medidas desse comprimento sdo dadas, em
diferentes escalas ou unidades de medidas, por fragées equivalentes entre si. Por exemplo, i e
% definem unidades de medida que sdo, respectivamente, 4 vezes e 6 vezes menores do que a
unidade fixada, isto é, a distancia de 0 a 1. Sendo assim, as fra¢oes equivalentes % e % definem
um mesmo ponto na reta, ou seja, um numero racional, cuja distancia a 0 é medida por 9 vezes

% ou 6 vezes %. Essa concepcao geométrica é aritmeticamente interpretada como o fato de que

9x4 = 6x6, igualdade que segue da equivaléncia % = g, quando multiplicamos ambos os lados
por 12, que é o minimo mailtiplo comum dos denominadores 4 e 6. Outra forma de constatar a

equivaléncia é verificar que % = % = g. Essas diferentes maneiras de reconhecer a equivaléncia de

fragGes devem ser trabalhadas conjuntamente para que os alunos possam superar as costumeiras
dificuldades conceituais e técnicas representadas pelo uso das fragoes. Os exercicios 2.1 a 2.19
foram selecionados para fixacdo do conceito de equivaléncia e para o reconhecimento e utilizagao,
pelo aluno, das varias representacoes das fragoes trabalhadas no texto. Os exercicios de 2.20 a 2.30
aprofundam o uso das representacoes das fracoes e apresentam alguns problemas em diferentes
contextos. As sequéncias seguintes, de 2.31 a 2.44 e de 2.45 a 2.50 envolvem exercicios menos
rotineiros, que reforcam a compreensao dos conceitos fundamentais.
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Secdo 1.1

e Adigao e subtragdo, 3.1: partimos do que foi trabalhado sobre equivaléncia de fragbes para
apresentarmos algoritmos da adicao de fragoes, especialmente no caso em que essas fracoes
tém denominadores diferentes e devem ser reescritas como fragoes equivalentes com denominadores
comuns. Uma vez mais, é fundamental ressaltar a necessidade de determinar uma “unidade de
medida” ou “escala” comum ao efetuar calculos como em % + %, de modo a reescrever somas

desse tipo na adicao de parcelas que sejam equivalentes as iniciais, como em % + %. O objetivo

precipuo, nessa sec¢ao, é desenvolver a percep¢do de que o procedimento que acabamos de descrever
¢é naturalmente justificado, tanto do ponto de vista aritmético, quanto geométrico. Como antes, as
duas primeiras sequéncias de exercicios sao de fixacdo e de aprofundamento, enquanto as duas
ultimas abrangem contextos e problemas que envolvem criatividade e uma compreensao bem

assentada dos conceitos vistos na secao.

Mencionamos, ainda, os exercicios adicionais como tarefas que possam ser usadas em avaliagoes
formativas ao fim de cada quinzena. Use a seguinte tabela para seu planejamento nas duas primeiras
semanas. O importante é que o planejamento cubra os temas tratados, mesmo que nao haja oportunidade
de passar por todos os exercicios. Ademais, é fundamental manter registros personalizados dos alunos,
informando em quais saberes e habilidades (vide acima a relagdo de todos eles) estdao progredindo ou
ainda necessitariam de suporte.

Sequéncia/l¢ Semana 12 Semana (32 e 42 au{2% Semana (1% e 22 au{2¢ Semana (3% e 4% au-
(12 e 22 aulas) las) las) las)
1 Secoes 2.1 e 2.2, ExerqSecoes 2.1 e 2.2, Exer{Secao 3.1, Exercicios|Se¢do 3.1, Exercicios
cicios 2.1 a 2.9 cicios 2.10 a 2.19 3.1 a 3.7 3.8a3.13
2 Secgoes 2.1 e 2.2, ExerqSecoes 2.1 e 2.2, Exer{Secdo 3.1, Exercicios|Se¢ao 3.1, Exercicios
cicios 2.20 a 2.24 cicios 2.25 a 2.29 3.14 a 3.16 3.17 a 3.21
3 Segoes 2.1 e 2.2, Exer{Secoes 2.1 e 2.2, Exer
cicios 2.30 a 2.38 cicios 2.39 a 2.44
4 Secoes 2.1 e 2.2, Exer{Secoes 2.1 e 2.2, Exer
cicios 2.45 a 2.47 cicios 2.48 a 2.50

Tabela 1.1: Primeira quinzena

1.1.2 - Segunda quinzena
Nesta segunda quinzena, serao trabalhadas as seguintes secoes:

e Multiplicacao e divisao, 3.3: nessa secao, continuamos com o estudo das operagdes aritméticas com
fragoes, desta vez a multiplicacdo e divisdo. Trata-se de uma abordagem introdutéria desse tema,
que sera aprofundado nos cadernos seguintes, em particular no que diz respeito a interpretacoes
geométricas. O intuito principal foi o de justificar, a partir de problemas e modelos intuitivos, os
algoritmos de multiplicagao e divisdo de fragoes, especialmente o procedimento usual de divisao,
normalmente enunciado como “a primeira fragdo vezes o inverso da segunda”. Mais uma vez, o
tema recorrente das mudancas de unidade ou de escala, visualizada com o apoio da reta numérica,
ajuda na compreensao e no desenvolvimento da intuicdo sobre esse algoritmo: se medirmos um
dado comprimento em uma dada escala e obteremos 2. J4 em em uma escala com unidades 3 vezes
menor, obteremos 6, isto é, 2 + % = 2x3 = 6. Se uma dada quantidade de acicar corresponde a

1% = % xicara de café, essa mesma quantidade corresponderd a 3 xicaras de ché, caso uma xicara

de ché tenha capacidade igual a % da capacidade da xicara de café. Ao representar esse calculo

em simbolos, temos: % = % =3= %XZ Seguindo o mesmo padrao das segoes anteriores, as duas
primeiras sequéncias de exercicios sao de fixagdo e de aprofundamento, enquanto as duas ultimas
abrangem contextos e problemas que envolvem criatividade e uma compreensao bem assentada
dos conceitos vistos na secao. Chamamos a atengao para os exercicios que requerem simplificagoes
de fragoes em multiplicacoes e divisdes de fragoes. Técnicas como essas, que facilitam os calculos,
sdo vistas e aceitas como regras que permitem “cortar” termos (em numeradores e denominadores).
Visto que essas “regras” parecem arbitrarias, ndo é de se estranhar que gerem incompreensao e
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Secdo 1.1 |

erro, aumentando a inseguranca dos alunos sobre quando pode “cortar” e onde “cortar” os niimeros
representados nas fragdes, o que pode conduzir a erros cronicos como em:

MN+2 2 2 10 2

= - ou em —_ ===

M +6 6 10 5 5
Podemos aproveitar a discussio dos exercicios a respeito desses procedimentos para mostrar que
essas “simplificacbes” ou “cortes” sdo plenamente explicados pela prépria definicdo de fracéo e
pelas propriedades da multiplicagdo ou divisao.

Mencionamos, ainda, os exercicios adicionais, como tarefas que possam ser usadas em avaliagoes
formativas ao fim de cada quinzena.

Use a seguinte tabela para seu planejamento das duas tltimas semanas. O importante é que cubra
os temas tratados, mesmo que nao haja oportunidade de passar por todos os exercicios. O fundamental
é manter registros personalizados dos alunos, informando em quais saberes e habilidades (vide acima a
relagao de todos eles) estdo progredindo ou ainda necessitariam de suporte.

Sequéncia|l® Semana (1% e 2% auq1® Semana (3% e 4% au2¢ Semana (12 e 2% au{2¢ Semana (32 e 4% au-
las) las) las) las)
1 Secao 3.3, Exercicios
3.42 a 3.50
2 Secdo 3.1, Exercicios|Secao 3.3, Exercicios|Secao 3.3, Exercicios
3.22 a 3.24 3.51 a 3.54 3.55 a 3.61
3 Secao 3.1, Exercicios|Secao 3.1, Exercicios[Secao 3.3, Exercicios
3.25 a 3.29 3.30 a 3.33 3.62 a 3.67
4 Secao 3.1, Exercicios|Secao 3.1, Exercicios|Secao 3.3, Exercicios
3.34 a 3.35 3.36 a 3.41 3.68 a 3.75

Tabela 1.2: Segunda quinzena
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2 Fracoes: conceitos iniciais

Neste capitulo, vamos estudar as fragdes com probleminhas simples que nos mostram a necessidade
de ampliarmos o conjunto de niimeros que usamos, até agora restrito aos niimeros naturais e inteiros.
Na escola, usamos fragoes para simbolizar o resultado de uma divisdo como 15 + 6, que expressamos
como a fracao
15
6

Lembremos que, ao dividir 15 por 6, obtemos um quociente 2 e um resto 3, ou seja,
15 = 6x2 4+ 3.
Dividindo o resto 3 pelo divisor 6, ndo obtemos um nimero inteiro e sim um nimero fracionario

3
6

)

que podemos interpretar como uma parte de uma unidade. E bastante comum visualizarmos essa
operacao de divisdo e as fragdes usando barras, como na figura a seguir

ANNNNNNERRNNNENEEEES

em que a primeira barra ¢ dividida em retangulos menores, agrupados de 6 em 6. Portanto, 15 unidades
equivalem a 2 grupos de 6 e parte de outro grupo de 6, que corresponde a 3 das 6 unidades neste grupo.
A segunda barra representa esses 2 grupos de 6 e a fragdo do terceiro grupo. Observe que a unidade
de medida na segunda barra é 6 vezes maior do que na primeira.

Podemos também visualizar e interpretar as fracdes em termos de graficos de setores ou pizzas,
para dar-lhes um nome mais atraente. Se cada unidade ou pizza é dividida em seis partes iguais —
fatias, 15 dessas partes podem ser representadas na seguinte figura,

em que as 15 fatias destacadas correspondem a 2 pizzas inteiras e % da terceira pizza, ou seja, as 3 fatias
das 6.

Em resumo, seja usando barras ou pizzas, vemos que a fracao % resulta da divisao 15 + 6, que
calculamos, em termos de fragdes, como:

15 3
— =242
6 6
Vejamos um problema, relacionado a unidades de medida de comprimento ou distdncia em que fragoes

como essa podem surgem naturalmente.

Problema 1 Uma medida tradicional de comprimento (distancia), usada pelos habitantes da zona
rural, é a légua. Se 1 légua corresponde a 6 quilémetros, quantas léguas correspondem a 15
quilémetros?

Para resolvermos o problema 1, consideramos as duas retas numéricas abaixo, em que os niimeros na
primeira indicam distadncias em quilémetros e os nimeros na segunda, distdncia em léguas.
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Figura 2.1: Distancias em quilémetros.

0O A B C D E
01 3 1 2 15 3
6 6 6

Figura 2.2: Distancias em léguas.

Comparando essas escalas, vemos que

e o ponto C corresponde a uma distancia de 6 quilémetros ou 1 légua,

o ponto D corresponde a uma distancia de 12 quilémetros ou 2 léguas,

o ponto A corresponde a uma distdncia de 1 quilémetro ou % de légua,

o ponto B corresponde a uma distancia de 3 quilémetros ou % de légua e

e o ponto E corresponde a uma distancia de 15 quilémetros ou %5 léguas.
O A B C D E
0O r 2 3 4 5 1 7 8 9 10 11 2 13 14 15 16 17 3
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

Figura 2.3: Conversao de quilémetros em léguas: 1 quilémetro é igual a % de légua e 1 légua é igual a 6
quilémetros.

As fragoes
1 2 3 4 5 6 7
"6 ¢ 6 6 6 6 6 o
lidas como “um sexto”, “dois sextos”, e assim por diante, representam pontos que dividem a reta
numérica em segmentos de comprimentos iguais. Por exemplo, a distancia entre os pontos O e C, igual

a 1 milha, é 6 vezes maior do que a distancia do ponto O ao ponto A, que é igual a fragao
1

6

de milha. Assim,
1 6
6x— =—-=1.
6 6
Da mesma forma, a distancia entre os pontos O e B é dada pela fracao % e é 3 vezes maior do que a

distancia entre os pontos O e A, ou seja,

1 3
3x — o,
"6 6

Exercicio 2.1 Escreva a fragao correspondente aos segmentos destacados (mais escuros) nas retas
numéricas abaixo.

| |

1 1

0 1 1
8

o+
—_

o+
—
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B Solucdo. Na primeira figura, o segmento de 0 a 1 estd particionado em 8 segmentos de comprimentos

iguais a %. O segmento destacado tem 3 vezes esse comprimento. Portanto, mede

1 n 1 n I 3 1 3
8 8 8 8 8
Na segunda figura, o segmento destacado é 3 vezes maior do que aquele destacado na figura anterior e 9

vezes maior do que o segmento de comprimento %. Logo, sua medida é igual a

3 9 1 9
P5Ts M TR
Observamos que
9_8,1_ 1
8 8 8 8

Na terceira figura, o segmento de 0 a 1 é particionado em 4 segmentos de comprimentos iguais a ;11.
Desse modo, o segmento destacado equivale a 3 segmentos de comprimento 711, isto é, mede %. Observe
que cada segmento de comprimento }l tem o dobro do comprimento do segmento de comprimento %.

Portanto,
3 1 1 6
2 —3x- = 3x2x— = —.
17T T
Logo, as fracoes % e g indicam o mesmo comprimento:
3 6
4 8

Dizemos, assim, que sdo fracbes equivalentes.

Na tultima figura, temos um segmento destacado de mesmo comprimento que o da terceira figura.
Note que, na terceira figura, cada um dos 4 segmentos que particionam o segmento de 0 a 1 é 4 vezes
maior do que os segmentos que particionam o segmento de 0 a 1 na quarta figura, onde a unidade esta
dividida em 16 partes iguais. Logo, cada um dos segmentos menores na quarta figura mede

., 1
47 16
e o segmento destacado mede
1o L =12
16 16

Comparando os segmentos destacados na terceira e na quarta figuras, concluimos que suas medidas sdo
iguais, isto é,

3 12
4 16’
encontrando mais um exemplo de fracoes equivalentes. |

Observacdo 2.1 Em todos os exemplos que discutimos, usamos a reta numérica e associamos as
fracoes a medidas de distdncia ou comprimento. No entanto, podemos usar a reta e as fracoes
em outros contextos, envolvendo outras grandezas e medidas. Na verdade, fracdes sdo formas de
representar os niimeros racionais, que sdo objetos matematicos abstratos e, portanto, cuja defini¢ao
nao requer que sejam medidas de algo concreto.

Observacdo 2.2 — Nota ao(a) professor(a). Neste ponto, convém usar as representagoes das fragoes
em retas com diversas graduagdes (assim como em “pizzas” com diferentes nimeros de fatias ou
barras com diferentes niimeros de subdivisoes para explorar as ideias de equivaléncia de fragoes (que
podemos entender como o efeito da mudanca de “unidades de medida” ou de “escala”, alterando
proporcionalmente o total de partes do todo e o total de partes consideradas). Da mesma forma,

o o A e Y e
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essas representagoes das fragoes permitem uma introdugdo bastante intuitiva da adigdo, multiplicacao
e mesmo divisao de fracoes, como acabamos de ver.

A esse respeito, considere a seguinte situagdo-problema, em que as fragbes representam uma grandeza
bem diferente de comprimento ou distdncia. Mesmo assim, usaremos sua representa¢do como pontos na
reta numérica.

Exercicio 2.2 Em uma prova, um aluno acertou 15 questoes, o que corresponde a g do total de
questoes. Nesta prova havia quantas questoes?

(a) 20 (b) 21 (c) 28 (d) 30 () 35

2 - ~

“a Solucdo. Vamos representar o total de questoes da prova pelo segmento de reta entre os pontos 0 e
1 na reta numérica. Sendo assim, particionamos esse segmento em 7 segmentos de mesmo comprimento
e destacamos 5 desses segmentos para representar o total de questoes respondidas corretamente.

0 1/7 2/7 3/7 4/7 5/7 6,7 1

Como 5 dos segmentos menores correspondem a 5/7 do total de questoes, ou seja, a 15 questoes, cada
um desses segmentos corresponde a 15 + 5 = 3 questdes. Isso pode ser visualizado, na proxima figura,
particionando cada segmento menor em 3 partes e observando que, agora, cada parte corresponde a
uma questdo. Portanto, os 7 segmentos, que representam o total de questdes da prova, correspondem a
7x3 = 21 questoes.

0 1/7 2/7 3/7 4/7 5/7 6,7 1

Figura 2.4: % do segmento ou 15 questdes.

o ——

1/7 2/7 3/7 4/7 5/7 6/7 1
Figura 2.6: ; do segmento, o segmento inteiro ou 7x3 = 21 questoes.
Logo, a alternativa correta é a de letra (b). [ |

Observacdo 2.3 Uma forma de denotar fragdes em que o numerador é maior que o denominador —
fragoes inadequadamente chamadas de improprias — é escrevé-las como uma soma, mas omitindo o
sinal +. No exemplo anterior, tinhamos

9_8,1_, 1
4 4 4 7 4
que foi denotada por
2=
4
ad ‘:H__.‘:-" ahy -'f-l:‘:f I pacro
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2.1 - Fracoes equivalentes

Diferentes fracoes podem representar wma mesma quantidade — um mesmo segmento na reta
numérica. Essa frase ficard mais precisa quando estudarmos os chamados niimeros racionais. Por
ora, vamos entender geometricamente o que significa essa afirmacao. Dizemos que as fragoes

2 3
f— e f—

4 6

sdo equivalentes por representarem o mesmo ponto na reta numérica. De fato, temos

0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1

0 1/4 2/4 3/4 1

Duas fragoes equivalentes representam o mesmo ponto nessas retas e, portanto, o0 mesmo comprimento,
medido desde o ponto 0. Temos, entdo, uma igualdade ou equivaléncia de fracoes:

2 3

4 6
Note que se multiplicarmos cada um dos lados dessa igualdade por 12, que é um maultiplo comum de 4 e

6, a igualdade se mantém:

9 3
12x= = 192x2.
1776

Esta segunda igualdade é verdadeira, pois, do lado esquerdo, temos
12><Z = 12X2X% = QX12X;l = 2x3 =6,

enquanto o lado direito é dado por
12X% = 12X3Xé = 3X1QXé =3x2 =6.

Como a segunda igualdade é verdadeira, a primeira também o é. Logo, “comprovamos” que as fragoes
sdo equivalentes.

De modo geral, as fragoes 7 e § sdo equivalentes, ou seja, a igualdade

m p
n q
é verdadeira se, e somente se,

gxm = pxn.

Nestas expressoes, m,n,p € ¢ s4o nimeros naturais, com n e ¢ diferentes de 0.

De fato, basta multiplicarmos cada um dos lados da igualdade pelo produto ¢xn, obtendo
m
gxnx— = qxnxl—),
n
igualdade que pode ser reescrita como
GXMXNX— = NXPXGX—,
n

donde concluimos que
gxm = nxp.
Usando a definicdo acima de equivaléncia de fragoes, vamos, agora, apresentar algumas regras
praticas para verificar se duas fracoes sdo equivalentes.
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1 Sec;do 2.1

Observacdo 2.4 Se multiplicarmos ou dividirmos o numerador e o denominador de uma fragdo por
um mesmo numero a natural diferente de zero, obtemos uma fragao equivalente. De fato,

m mxa

n nxa

visto que
mxnxa = nXmxa.

Da mesma forma,
m  m:a

n n:a
Neste caso, a deve ser um divisor ou fator comum de men com m:a=pen:a=q. Assim, temos

m __pxa _p _ m:a

n gqxa q mn:a’

como queriamos demonstrar.

Por exemplo, no caso das fragoes % e %, multiplicando tanto o numerador quanto o denominador por

3 e por 2, respectivamente, obtemos

2_2x3_ 6

Z_4x3_ﬁ
(]

3 3x2 6

6 6x2 12’

o que corresponde, na reta, a particionarmos cada segmento de comprimento }1 em 3 partes e cada

segmento de comprimento % em 2 partes, conforme representado nas seguintes figuras.

0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1

Note que os comprimentos realgados nos dois segmentos sdo iguais, o que justifica, geometricamente,
a equivaléncia das fragoes.

Recapitulando, quando multiplicamos o numerador e o denominador de uma fragdo por um mesmo
numero natural diferente de zero, aumentamos a quantidade de partes nas quais um dado segmento
¢é dividido, bem como aumentamos proporcionalmente a quantidade de partes tomadas. Por outro
lado, quando dividimos o numerador e o denominador por um mesmo natural diferente de zero,
diminuimos proporcionalmente essas quantidades de partes. Em ambos esses casos, obtemos uma
fracdo equivalente a inicial.

Uma infinidade de fraces equivalentes a uma dada fracdo pode ser obtida, portanto, multiplicando
ou dividindo numerador e denominador por um mesmo fator. Por exemplo, multiplicando-os por 2, 3, 4,
e assim por diante, temos

3 6 9 12

4 8 12 16
Da mesma forma, divisdes sucessivas do numerador e denominador (isto é, simplificagées das fragoes)
produzem uma sequéncia de fracdes equivalentes

32 24 16 8

T2 15 10 5

em que a ultima é irredutivel. Isto significa que 5 e 8 ndo tém divisores comuns além de 1. Portanto,
nao ha mais como dividir, com resto 0, tanto o numerador quanto o denominador por um mesmo niimero.
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Lembremos, de nossos estudos anteriores, em que, neste caso, dizemos que 5 e 8 sdo primos entre si, ou

seja, MDC(5,8) = 1.

Exercicio 2.3 Qual das fracoes abaixo nao é equivalente a 18
(@) § (b) & (c)

7% Solucdo. Uma possibilidade é simplificar as fracdes dadas, obtendo

(d) ()

O~
Wi

12 12+2 6 6+3 2
18 18+2 9 9=+3 3
Logo, g e % sdo fragdes equivalentes a %. Por outro lado,
8 8+2 4 4=+2 2
12 12=2 6 632 3
Assim, & 15 também ¢é equivalente a {5 12 . Finalmente,
10 10+2 5
16 16+2 8

Mas, como § e g sao fracoes irredutiveis diferentes, concluimos que % e % nao sao equivalentes.

Portanto, a alternativa que apresenta uma fracdo que nao é equivalente a 18 2 6 a letra (b).

Para entendermos esses cdlculos geometricamente, representemos as fracdes utilizando barras
de mesmo comprimento, como nas figuras abaixo, particionadas em 18, 9, 6, 3 ou 16 partes iguais,
respectivamente:

HNNNNNERENNNNEEEEES

&l

Il
o

Il
wIin

MR [ (111 - 3
16
Uma solucdo alternativa seria verificar as equivaléncias de 18 e g, o que também pode ser feito para as
fragoes dos itens (c), (d), (e), calculando os produtos 12x9 e 6X18 como 12x9 = 108 = 6x18, as fracoes
ﬁ e g sdo equivalentes. Da mesma forma, %2 nao é equivalente a & porque 12x16 = 192 e 10x18 = 180,
logo, 12x16 # 10x18.
|

2.2 - Comparacado de fragcoes

Na secao anterior, estudamos a equivaléncia ou igualdade de fracées. Agora, nosso intuito é comparar
e ordenar fragoes. Comegamos observando que, dados dois niimeros naturais n e N com n < N (1é-se:
n é menor que N), temos

1 1
N n
(lé-se: % é menor que —) Vejamos o exemplo em que n =4 e N = 6:
| | | | | | |
I I I I I I I
0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1
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1 Segdo 2.2

0 1/4 2/4 3/4 1

Observe que cada um dos 6 segmentos entre 0 e 1 na primeira reta tém comprimento menor que cada
um dos 4 segmentos entre 0 e 1 na segunda reta. Logo,

1 1

6 4

Note que o ponto na reta numérica representado pela fracdo Ti fica a direita do ponto representado
pela fracao %.

Observacdo 2.5 Dadas duas fragoes com mesmo numerador e denominadores diferentes, a maior
fracdo é a de menor denominador. Dadas duas fragdes com mesmo denominador e numeradores
diferentes, a maior fracdo é a de maior numerador. Por exemplo, observando as retas numéricas

acima, comprovanos que
1 2 2 3

o< <
6 6 4 4
O proximo passo € justificar desigualdades da forma

2 3

6 4

Note que, multiplicando cada um dos lados da desigualdade por 12, que é madltiplo comum de 4 e 6,

mantemos a desigualdade com

9 3
12x2 < 19x°
6 S T

onde o lado esquerdo é dado por

12><% = 12><2><é = 2><12><% = QX% =92x2 =4
enquanto o lado direito é calculado como
12><Z = 12X3X11l = 3><12><% — 3><1Z2 = 3x3 = 9,

ou seja, obtemos 4 < 9, que é uma desigualdade verdadeira. Concluimos que a desigualdade inicial é
também verdadeira.

A desigualdade

33
Q3

¢é verdadeira se, e somente se
gxm < nxp.

De fato, multiplicando cada um dos lados da desigualdade

<_

m _p
n q

pelo produto nxq dos denominadores, temos
m
nxgx— < nqug-
n

Logo
n q
gxmx— < nxXpx—=
n

e, portanto,

gxm < nxp.
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Observacdo 2.6 Para verificar a desigualdade

<

33
Q|3

basta multiplicar cada um dos lados da desigualdade por um multiplo comum dos denominadores n e
q: por exemplo, o MMC(n, q).

Podemos usar algumas “regras praticas” para comparar ou ordenar fragées. Por exemplo, para

verificar a desigualdade

5 4

8 6
substituimos cada uma das fragoes da desigualdade por fracbes equivalentes, com mesmo denominador.
O denominador comum pode ser, por exemplo, o minimo miltiplo comum MMC(6,8) = 24. Temos,

entdo, as seguintes equivaléncias

5x3 15

8x3 24
e

44 16

6x4 24
Assim, a desigualdade que queremos verificar torna-se

15 < 16

24 24’

que é uma desigualdade verdadeira.
Podemos explicar essa comparac¢io geometricamente com as seguintes retas numéricas:

0l—= ——
colen ——
—_

0
| | | | | | |
| | | | | | |
0 1 4 1
6 6
T T Y A T I N N H N NN (N O N
e
0 15 16 1
24 24

Note que, da primeira para a terceira reta, cada segmento de comprimento % foi particionado em
3 partes, cada uma com comprimento igual a i, ao passo que, da segunda para a terceira reta, cada

segmento de comprimento % foi particionado em 4 partes, cada uma com comprimento também igual a
1

24"
Exercicio 2.4 Em uma pizzaria, todas as pizzas tém o mesmo sabor e o mesmo tamanho. Entretanto,
cada pizza pode ser dividida em 8 ou em 12 pedacos iguais. Na semana passada, as amigas Gabi e
Carol foram a essa pizzaria. Gabi pediu uma pizza dividida em 8 pedagos e comeu 5 desses pedacos.
Carol pediu uma pizza dividida em 12 pedagos e também comeu 5 pedacos. Qual das duas comeu
mais pizza?

“a Solucdo. Gabi comeu g e Carol comeu % de uma pizza, como representado nas seguintes figuras:

SR
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-
i

Como 8x12 = 96, temos que
5 5x12 60 o 5 5x8 40

8 8x12 96 12 12x8 96
Assim, g é equivalente a % e % é equivalente a %. Portanto, como % > %, concluimos que
5.5
8~ 127
ou seja, Gabi comeu mais pizza que Carol. |

Observacdo 2.7 No exercicio acima, observe que as duas amigas comeram o mesmo numero de
pedagos de pizza. Entretanto, os pedacos da pizza de Gabi eram maiores que os pedagos da pizza de
Carol, pois a pizza de Gabi foi dividida em 8 pedacos mas a de Carol foi dividida em 12 pedagos.
Portanto, sem fazer contas, podemos afirmar que % > % Lembremos: quando duas fra¢des tém o
mesmo numerador, a maior delas é a que possui o menor denominador.

2.3 - Exercicios resolvidos e propostos

Exercicio 2.5 Joao nao sabe se estardo presentes 3 ou 4 pessoas no seu aniversario e precisa dividir
seu bolo, ndo necessariamente em partes iguais, antes que a festa comece. Apés a divisdo na festa,
ele quer que cada pessoa tenha recebido a mesma quantidade. Qual o nimero minimo de pedagos em

que o bolo deve ser cortado?

= - , s , . 4 T .
“a Solucdo. O nitmero minimo é 6 pedagos. Uma maneira é dividir é realizar cortes com os tamanhos
correspondentes as seguintes fragées do bolo:

1/12,1/12,1/6,1/6,1/4 e 1/4.

Nao podemos dividir em 4 pedacos, pois dai todos seriam iguais. Para verificar que ndo podem
ser b, basta analisar o que acontece se vierem 3 pessoas. Uma delas ird receber apenas um pedaco e,
consequentemente, ela terd 1/3 do tamanho total. Como 1/3 > 1/4 | se vierem 4 pessoas, uma delas
receberd mais que 1/4 do bolo e isso impedira a divisdao igualitaria. Para ver se essa divisdo funciona,
basta observar que podemos arrumar os pedagos da divisdo anterior de duas formas de modo que, em
cada arrumacao, as quantidades de bolos sdo iguais:
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Se(;do 2.3 1

Sequéncia 1

Exercicio 2.6 Represente geometricamente as seguintes fragoes, usando setores circulares (“pizzas”)
ou barras.

(a) ¢ (b) 5 ©) 1 @) 15
Em seguida, coloque as fragdes em ordem crescente.

& Solucdo. A figura seguinte traz as representagdes geométricas das fragdes usando “pizzas”.
3 4
5 5

4 6

10 10
Observe, a partir dessas figuras, que g < ‘—;, o que ¢é natural, visto que a primeira fragdo corresponde a 3
partes dentre 5 enquanto a segunda equivale a 4 partes dentre 5. Portanto, a segunda fracao corresponde
a mais partes. De modo similar, deduzimos que % < 1%~ Também com base nas figuras observe que
1% < %. De fato, a primeira fracio corresponde a 4 unidades divididas em 10 partes enquanto a segunda
equivale a 4 unidades, mas divididas em 5 partes e, portanto, em partes maiores. Finalmente, note que
3,6 3_ 6

5 € {5 representam a mesma fragdo da pizza. Portanto, essas fragoes sdo equivalentes: 5 =10

Utilizando barras, as fragbes poderiam ser representadas do seguinte modo:

I | | I I | =
I I I I I | =
LT T T T T T [T [ T ]=
LT T T T T T [T [ T 1=

o B 1 e

As barras deixam ainda mais claro que

SIS

10

o] w

4<
10

Exercicio 2.7 Calcule o resultado das seguintes divisdes usando fragoes:

11 12 13 14
(a) L. (b) 2. (c) & (d) 5
Em seguida, represente as fracdes utilizando segmentos da reta numérica. De quais niimeros naturais
essas fragoes estao mais proximas?

74 Solucdo. Dividindo 11 por 5, obtemos quociente 2 e resto 1, visto que

11=10+1=5x2+1.

Logo
11 94 1
5 75
Da mesma forma, concluimos que
12 2 13 3 14 4
— =2+ — =24+ — =2+
5 * 5 5 * 5 5 + 5

Logo, essas fragoes estao localizadas na reta numérica entre os pontos correspondentes a 2 e 3, uma vez
que

1 2 3 4 )
2<24+ <24 -2<24+ <24+ -<24+-=2+1=3.

5 5 5 5 5
T o A B e B o 17
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Concluimos que as fragoes 2% e 2% estdo mais proximas do nimero natural 2 e as fracoes 2% e 2%
estdo mais proximas do niimero natural 3. |

Exercicio 2.8 Associe cada um dos pontos A, B,C, D e FE a uma das fragoes nas alternativas seguintes:

A B C D E

No|— +
—

[N[SY
[\D +

[\l[e]
w

wloo
o
oL
~—
>—A|>—I
N
o
¢”]
~
[eN1\V)

(2) T (b) ()
Exercicio 2.9 Calcule as seguintes fragoes:

(a) % de 75. (b) % de 75. (c) % de 75. (d) % de 75.

Em seguida, represente-as utilizando barras.

& Solucdo. Observamos que dividindo 75 em 5 partes iguais, cada uma dessas partes corresponde a
% de 75, ou seja, é igual a

1 75
—x75 = — =15.
5 5
Somando essas 5 partes, temos 5x15 = 75. Somando 2 dessas partes, obtemos

2 75

—x75 = 2x— = 2x15 = 30.
5 X X 5 X

Da mesma forma, calculamos

§X75 =3x15 =45

§X75 = 4x15 = 60.
Representando essas fragdoes de 75, utilizando barras, temos as seguintes ilustragoes.
[ [ [ [ | =15
[ [ [ [ | =30
[ [ [ [ | =45
[ [ [ [ | =60

Exercicio 2.10 Em um conjunto de 75 alunos, 30 sao torcedores do Ceard e 45 sdo torcedores do
Fortaleza. a) Quais fragoes do total de alunos representam os subconjuntos de torcedores do Ceard
e de torcedores do Fortaleza? b) Qual a razdo entre as quantidades de torcedores do Ceard e de
torcedores de Fortaleza?

B Solucdo. A fragdo que corresponde ao subconjunto de torcedores do Ceard é igual a

“total de alunos torcedores do Ceard” 30 2

“total de alunos” - 75 - 5

e a fragao que corresponde ao subconjunto de torcedores do Fortaleza é dada por:

“total de alunos torcedores do Fortaleza” _ 45 _ 3
“total de alunos” 7505
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Note que % + g = g = 1. A razdo entre a quantidade de torcedores do Ceard e de torcedores do
Fortaleza é dada por:

“total de alunos torcedores do Fortaleza” 45 3
“total de alunos torcedores do Ceard” 30 2
[ |
Exercicio 2.11 Quais das fragoes abaixo sdo equivalentes a %?
1642 16:2 8X4 64:4 16—2
(a) 10+2 (b) 103 () 5x1 (d) o (e) 103

Justifique sua resposta com calculos e com representagdes geométricas das fragoes.

Exercicio 2.12 Em uma turma da primeira série, ha 6 alunas para cada 5 alunos. Essa propor¢dio
serd a mesma, caso ingressem exatamente mais 2 alunos e 2 alunas nesta turma? E caso dobrassemos
o numero de alunos e o nimero de alunas? Justifique suas respostas com célculos, barras, pizzas ou
segmentos da reta numeérica, conforme preferir.

Exercicio 2.13 Localize as seguintes fra¢oes na reta numérica.

(©) % (d) 7 ()

ol
Sles

() § (b)

(a) 3 (b) 5 (c) 32 (@) % () 2
Exercicio 2.15 Calcule as seguintes fragoes.
(a) 3 de 180 (b) % de 180 (c) 12 de 180 (d) 2 de 180

Exercicio 2.16 Simplifique as seguintes fragoes, obtendo suas formas irredutiveis.

(2) %5 (b) & (c) 138 (d) 35 () 55

Exercicio 2.18 Qual fracao representa a soma das fragoes ilustradas pelas “pizzas” na seguinte figura?

CECOT P

Exercicio 2.19 — KangoTreino 4 - 2020. Qual é o valor da expressio

2020 + 2020 + 2020 + 2020 + 20207
2019 + 2019 + 2019 + 2019 + 2019
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Sequéncia 2

Exercicio 2.20 Uma colecao tem 300 selos.

100 selos correspondem a que fragdo da colegao?
200 selos correspondem a que fracdo da colecao?

(a)

(b)

(c) 60 selos correspondem a que fracdo da cole¢ao?
(d) 180 selos correspondem a que fragao da cole¢ao?

metaléides ou ndo-metais, e como sélidos, liquidos e gasosos em temperatura e pressao normais.

‘ Sélidos ‘ Liquidos ‘ Gasosos ‘ Total

Metais 77 1 0 78

Metaléides 7 0 0 7

Nao-metais 6 1 11 18
2

Total 90 11 103

Que fracao de solidos e de liquidos na tabela sdo metal6ides?
Exercicio 2.22 Em cada alternativa, ponha as fra¢gdes em ordem crescente.

(a) e % (c)

9
ENE
2

= J]©
—_

| = N
8| ©

2
2 1
b) =, = 2. 1
T AT d) 5

Em seguida, localize essas fragées na reta numérica.

Exercicio 2.23 Numa prova de Matemética havia 15 exercicios.

| Exercicio 2.21 — SAT - adaptado. A tabela seguinte classifica 103 elementos quimicos como metais,
(a) José errou 5 exercicios dessa prova. Escreva a fracdo que representa o niimero de erros cometidos
por José em relagdo ao total de questdes da prova.

(b) Obtenha também a fragdo que representa o nimero de acertos de José.

(c) Henrique errou % dos exercicios dessa prova. Quantos exercicios ele acertou?

%= Solucdo. A fragdo que representa a razdo entre o nimero de erros cometidos por José e o niimero
total de questbes da prova é

“numero de erros” 5 5:5 1

“nimero total de questdes” 15 “15:5 3

Logo, podemos dizer que José errou % das questoes da prova. De fato, dividindo o nimero total de 15
questdes em 3 partes iguais, temos partes com 5 questoes, exatamente o nimero de questoes em que
José cometeu erros. Também concluimos que ele acertou 10 questoes, ou seja, os outros % da prova.
Agora, dividindo o ntimero total de questoes em 5 partes iguais, obtemos partes com 3 questdes
cada. Ou seja, % do ntmero de questoes equivale a 3 questoes. Essa foi a quantidade de acertos de

Henrique. ]
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Exercicio 2.24 Para encher % de uma piscina, sdo necessarios 30.000 litros de dgua. Qual é a
capacidade da piscina?

B Solucdo. Se % da capacidade da piscina correspondem a 30.000 litros, }1 corresponde a 30.000 ~3 =
10.000 litros. Portanto, a capacidade total da piscina, ou seja, os j—t de sua capacidade, corresponde a
4x10.000 = 40.000 litros.

|

Exercicio 2.25 Vinte amigos resolveram alugar uma casa de praia para passar uma temporada. O
valor do aluguel deveria ser dividido igualmente entre todos eles. No entanto, no dia do passeio, dois
dos vinte amigos desistiram, de forma que o valor do aluguel teve de ser dividido igualmente apenas
entre aquelas que compareceram. A fracdo do valor total do aluguel pago por cada um dos amigos
que compareceu €

(a) % (b) % (c) 1% (d) % (e) %

& Solucdo. As barras abaixo representam a divisdo do aluguel entre 20 pessoas e entre 20 — 2 = 18
pessoas:

. e s ~ 1
Com menos pessoas para dividir o aluguel, a fracdo que cada um deve pagar aumentou de 55 para

1
5 u

bandeira representada abaixo?

‘ Exercicio 2.26 Qual a forma irredutivel da fragao correspondente & regiao pintada de vermelho na
Exercicio 2.27 Mateus e Guilherme trabalham na mesma empresa e recebem o mesmo saldrio. Mateus
economiza % do seu salario, enquanto Guilherme economiza % Qual dos dois consegue economizar
mais?

7= Solucdo. Basta observarmos que 1= 2. Como

2 - 2
12 7117
concluimos que Mateus economiza menos que Guilherme. |
Exercicio 2.28 César gastou i da mesada na compra de um livro e % na compra de duas revistas.
(a) Qual das compras foi a mais cara?
(b) Se César tinha 120 reais, com quantos reais ele ficou?
A T -
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2 ~ , . 1 . , .
“a Solucdo. Observe que o minimo multiplo comum aos denominadores 4 e 5 é 20, o produto dos dois
denominadores. Vimos antes que isso ocorre porque 3 e 5 ndo tém fatores comuns, isto é, sdo primos
entre si. Portanto, temos as seguintes equivaléncias de fragoes

1 1x5 5 2 2x4 8

4 4x5 20 ° 5 Bxd 20

c¢

Concluimos que as duas revistas, juntas, sdo mais caras que o livro. Além disso, somando as fragdes
da mesada, representadas pelas duas compras, deduzimos que César gastou

5,8 _13
20 20 20

de sua mesada. Representando essa soma com “pizzas”, temos

representada nas seguintes “pizzas”:

5

1
4 20

+
I

Como a mesada é de 120 reais, % da mesada é igual a 120 + 20 = 6 reais. Logo, % da mesada
equivalem a 13x6 = 78 reais. Portanto, apds as compras, César ficou com 120 — 78 = 120 — 80 + 2 = 42

reais. Note que esses 42 reais restantes correspondem a

20 13 7
20 " 20~ 20 da mesada.
De fato, como 2—10 da mesada sdo 6 reais, 2—70 dela sao 7x6 = 42 reais. |

Exercicio 2.29 Fernando juntou % das figurinhas de um album de jogadores de futebol. Ainda faltam
63 figurinhas para completar o 4lbum. Quantas figurinhas tem o dlbum completo?

74 Solucdo. As 63 figurinhas que faltam correspondem a
12 ) 7

12 12 12

L

, 15 do total de figurinhas equivale a 63 : 7 = 9 figurinhas.

do total de figurinhas do 4lbum completo. Logo

Portanto, o album completo tem 12x9 = 108 figurinhas. Representemos essa solugdo com o uso de
barras.

12 5 _ 7
LT T T T TN - =
CT T T T I - do todo =63
[T T T T T T T T T T WMy dotodo=%=9
RN ;; do todo = 12x9 =108
|
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Exercicio 2.30 Na tltima eleicao para a prefeitura da cidade de Numeropolis, os candidatos Arquime-
des e Euclides obtiveram, respectivamente, i e % do total de votos validos. Sabendo que o restante
do total de votos validos, ou seja, 6.300 votos, foi dado ao candidato Tales, pergunta-se: quantos
votos cada um dos candidatos recebeu? Qual dos trés candidatos foi eleito?

B Solucdo. Representemos as fragoes de votos validos dos candidatos Arquimedes e Euclides por
pontos na reta numérica como segue

|
1

0 1 1
4

Particionando cada um dos 4 segmentos de comprimentos iguais entre 0 e 1 na primeira reta em 5 partes
iguais e cada um dos 5 segmentos de comprimentos iguais entre 0 e 1 na segunda reta em 4 partes iguais,
obtemos

0 5 1
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
e e I A
0 2 _ 8 1
5 20
Somando essas duas fragoes, obtemos
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | I
5 8
0 2+ 1
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | I
0 13 1
20

Esses % dos votos validos correspondem ao total de votos dos candidatos Arquimedes e Euclides.

Logo, os votos validos restantes, do candidato Tales, correspondem a

0 137
20 20 20
dos votos. Assim, % dos votos equivalem a 6.300 votos. Portanto, 2—10 dos votos € igual a 6.300 <+ 7 = 900.

Assim, o total de votos é igual a 12x900 = 10.800 votos. Concluimos que a distribuigdo de votos validos
foi a seguinte:

(a) votos recebidos por Arquimedes: 2% dos votos validos, ou 5x900 = 4.500 votos;
(b) votos recebidos por Euclides: & dos votos validos, ou 8x900 = 7.200 votos;
(c) votos recebidos por Tales: % dos votos validos, ou 7x900 = 6.300 votos,

o que comprova que FEuclides foi o candidato vencedor. |
o i n AL I pacro
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Sequéncia 3
Exercicio 2.31 — Revista Canguru 2020. Qual das fragdes a seguir tem o maior valor?

(a) 552 (b) 333 (c) 32 (d) &2 () s¥5

74 Solucdo. Note que as fracoes em (b) e (c) sdo ambas iguais a 1, uma vez que

3+5 8 8 8
P21 e o =-=1
8 8 3+5 8

Além disso, a fracdo em (e) é menor que 1, pois

3 —3<1
8+5 13 '

Finalmente, comparemos as fragoes em (a) e (d), ambas maiores que 1. Temos

8+5 13 65 8+3 11 33
_— = — e —_—— = —,
3 3 15 5 5 15
Concluimos que a fragdo na alternativa (a) é maior que a fracdo na alternativa (d) e, portanto, é a
maior das cinco. |

Exercicio 2.32 — Banco OBMEP 2006.

Trés frascos, todos com capacidade igual a um litro, contém quanti-
dades diferentes de um mesmo liquido, conforme ilustracdo a seguir.
Qual das alternativas abaixo melhor expressa, aproximadamente, o
volume de liquido contido nos frascos A, B e C, nesta ordem?

IR
Wi-
oi-

3 4 2 2 4 2 2 43
-z 4=z d) 2 2. =
(a) 7’ 9’ 5 (C) 3) 6) 4‘ ( ) 3’ 7’4
211 3 4 2
®) 351 @) 5505

Exercicio 2.33 — ENEM 2014. André, Carlos e Fabio estudam em uma mesma escola e desejam saber
quem mora mais perto da escola. André mora a cinco vinte avos de um quilometro da escola. Carlos
mora a seis quartos de um quildometro da escola. Ja Fabio mora a quatro sextos de um quilémetro da
escola.

A ordenagao dos estudantes de acordo com a ordem decrescente das distancias de suas respectivas
casas a escola é

(a) André, Carlos e Fébio.
(b) André, Fabio e Carlos.
(c) Carlos, André e Fabio.
(d) Carlos, Fabio e André.
(e) Féabio, Carlos e André.

o ~ . ;. A . ’
%= Solucdo. Representemos na seguinte reta numéricas as distancias das casas de André, o ponto A,

Carlos, ponto C, e Fabio, o ponto F', a escola , o ponto O (origem), que sao, respectivamente, dadas

~ 5 6 .4,
pelas fracoes 55, 7 € §:

O A F C
0 5 _3 4 _ 8 1 6 _ 18 2
20 T 12 6 — 12 4 — 1
P I oA P oo
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Para comparar essas distancias, observamos, primeiro, que

) 5:5 1 6

_ Y _ - 1 e

20°20.5 4551

Além disso, % <1l< % e
1 2 4

5 1 1l
20 4 3 "3 6

5 4 _6 N .
Logo, a ordem crescente deve ser 55 < 5 < 7, 0 que corresponde a alternativa (b).

Observacdo 2.8 Para verificar essa ordem de outro modo, podemos usar as seguintes equivaléncias

das fracoes:
_4x2 8 6 6x3 18

T6x2 12 O 1 1x3 12

4
6
Temos também
) 5:5 1 1x3 3
20 20:5 4 4x3 12
Assim, uma vez que % < % < %, como representado na reta, comprovamos a resposta que ja
tinhamos deduzido.

Exercicio 2.34 — ENEM 2016. Nas construgoes prediais sao utilizados tubos de diferentes medidas
para a instalagdo da rede de dgua. Essas medidas sdo conhecidas pelo seu didmetro, muitas vezes
medido em polegada. Alguns desses tubos, com medidas em polegada, s@o os tubos de 1/2, 3/8 e
5/4. Colocando os valores dessas medidas em ordem crescente, encontramos

(a) 1/2, 3/8,5/4.
(b) 1/2,5/4, 3/8.
(c) 3/8,1/2,5/4.
(d) 3/8,5/4,1/2.
(e) 5/4,1/2,3/8

B = 1_4_,5_10 = ~ol 35
“= Solucdo. Note que 5=3€7=7%" Portanto, temos a representacio das fragoes 5, 3 € 1, ha reta
numérica, como segue.
0 3 1 1 S 2
8§ 2 1

Logo, a ordem correta é a que aparece na alternativa (c).
|

Exercicio 2.35 Determine a localizagio e a distdncia entre os pontos na reta numérica que representam

= 4 6 ~ 3 5
as fragoes 5 € 7- Faga o mesmo para as fragoes s€eq

Exercicio 2.36 — Revista Canguru 2020. Num desses quadrados menores também foi desenhada uma
diagonal.
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Qual fracao do quadrado original foi escurecida?

(a) 3 (b) § © § (d) 3 (€) 3
Exercicio 2.37 — Banco OBMEP. Qual dos ntiimeros a seguir estd situado entre % e %?
(a) § (b) 3 () 3 (d) % () %
74 Solucdo. Inicialmente, observamos que
2 < 3
5 4

De fato, multiplicando ambos os lados dessa desigualdade pelo maltiplo comum 20 — miltiplo comum
dos denominadores, temos, do lado esquerdo

2 40
20x— = — =28
575
e, do lado direito,
3 60
20x— = — =15
171
De modo similar, demonstra-se que
1 2
475

bastando, para isso, multiplicar ambos os lados pelo miultiplo comum 20, obtendo 5 < 8.
Agora, observamos que

1 < 1 < 2
6 5 5
Além disso, ambas as fracoes g = 2% e % = 1% sao maiores que 1 e, portanto, maiores que %. Resta,
portanto, verificarmos se % estd entre % e % Temos
2 < 4
5 7

uma vez que, multiplicando os dois lados da desigualdade por 35, obteremos 2x7 = 14 < 5x4 = 20. Do

mesmo modo, para verificar que
4 3
750
multiplicamos ambos os lados da desigualdade por 28, obtendo 16 < 21. Portanto, a alternativa correta
é a de letra (d). Para finalizar, representemos essas cinco fragdes na reta numérica de acordo com a

figura que segue.

o=
Ll
[S1{[\)
NS
N[V
— 4
Ol
[\
No|OT

Exercicio 2.38 Em cada planeta do Sistema Solar, um ano (periodo orbital) pode ser definido como
o numero de dias terrestres para que o planeta complete uma volta em torno do Sol. Vejamos, na
tabela que segue, a duracido aproximada dos anos em alguns planetas.

| Merctrio | Vénus | Terra | Marte

Dias | 88 | 225 | 365 | 686

Um ano em Mercurio corresponde, aproximadamente, a qual fracdo de um ano em Marte ?

(A1 P L e 0]
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74 Soluc@o. Note que 1 (um) ano em Merctrio corresponde a 88 dias Terrestres:
1 “ano Mercuriano” = 88 “dia Terrestre”.

Por outro lado, 88 dias na terra correspondem a 88/686 de um ano em Marte:

88
88 “dia Terrestre” = 636 “ano Marciano”.

Logo, deduzimos que

. 88 .
1 “ano Mercuriano” = 636 “ano Marciano”.

Essa fracao pode ser simplificada:
8+2 44
686 +2 343
Com a possibilidade de aprozimar esta fracdo por

40 1

320 8’
podemos afirmar que 1 ano em Mercurio corresponde, aproximadamente, a % de ano em Marte ou,
equivalentemente, que 1 ano em Marte equivale a 8 anos em Mercurio!

Observacdo 2.9 Essa é uma boa aproximagao, visto que, dividindo 686 por 88, obtemos

65 616470616 70 70
88 88 - 88 88 88’

ou seja, temos 7 anos e um excesso de 70 dias — dentro de 88 dias — ou
686 704—18 704 18 8 18
88 88 8 8 88’

ou seja, temos 8 anos e uma falta de apenas 18 dias — dentro de 88 dias.

Exercicio 2.39 — Banco OBMEP 2006. A sexta parte dos alunos de uma classe usam 6culos. Dentre
os que usam Oculos, % sdo meninas. Além disso, 4 meninos usam 6culos. Quantos sdo os alunos dessa
clagse?

“a Solucdo. De acordo com o enunciado, % dos alunos usam 6culos. Desses, % sao meninas e, portanto,

% sdo meninos, o que corresponde a 4 alunos. Observe que % de % é dado por

11 1
X — =

36 18

De fato, dividindo % em trés partes iguais, temos %. Veja o modelo desse calculo usando barras:

Voltando a resolucao do problema, concluimos que % do total de alunos equivale a 4 alunos. Logo, o
numero total de alunos é igual a 18x4 = 72 alunos. ]

Exercicio 2.40 — ENEM 2010. Grandes times nacionais e internacionais utilizam dados estatisticos
para a definicdo do time que saird jogando numa partida. Por exemplo, nos tltimos treinos, dos
chutes a gol feito pelo jogador I, ele converteu 45 chutes em gol. Enquanto isso, o jogador II acertou
50 gols. Quem deve ser selecionado para estar no time no préximo jogo, ja que os dois jogam na
mesma posicado? A decisdo parece simples, porém deve-se levar em conta quantos chutes a gol cada
um teve oportunidade de executar. Se o jogador I chutou 60 bolas a gol e o jogador II chutou 75,

g Ir:'dd_,':--* Ry -"i"«* ﬂ-—’ PRCTD 27
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quem deveria ser escolhido?

(a) O jogador I, porque acertou 3/4 dos chutes, enquanto o jogador II acertou 2/3 dos chutes.
(b) O jogador I, porque acertou 4/3 dos chutes, enquanto que o jogador II acertou 2/3

(¢) O jogador I, porque acertou 3/4 dos chutes, enquanto o jogador IT acertou 3/4 dos chutes.
(d) O jogador I, porque acertou 12/25 dos chutes, enquanto o jogador I acertou 2/3 dos chutes.
(e) O jogador I, porque acertou 9/25 dos chutes, enquanto o jogador IT acertou 2/5 dos chutes.

& Solucdo. O jogador I acertou 45 dos 60 chutes, ou seja, sua razdio de acertos é % ou
45+15 3
60 =15 4’
enquanto o jogador II acertou 50 dos 75 chutes, ou seja, sua razdo de acertos é % ou
50+25 2
7525 3
Uma vez que
2 < 3
3 4

concluimos que o jogador I deve ser o escolhido por ter acertado 3/4 dos seus chutes, ao passo que o

jogador II acertou 2/3 dos seus chutes. Portanto, a alternativa (a) é correta.
|

Exercicio 2.41 — ENEM 2014. Um clube de futebol abriu inscrigdes para novos jogadores. Inscreveram-
se 48 candidatos. Para realizar uma boa selecdo, deverao ser escolhidos os que cumpram algumas
exigéncias: os jogadores deverdo ter mais de 14 anos, estatura igual ou superior & minima exigida e
bom preparo fisico. Entre os candidatos, 7/8 tém mais de 14 anos e foram pré-selecionados. Dos
pré-selecionados, 1/2 tém estatura igual ou superior a minima exigida e, destes, 2/3 tém bom preparo
fisico.

A quantidade de candidatos selecionados pelo clube de futebol foi

(a) 12. (b) 14. (c) 16. (d) 32. () 42.

Exercicio 2.42 — OBMEP 2019. Janaina tem trés canecas, uma pequena, uma média e uma grande.
Com a caneca pequena cheia, ela enche 3/5 da caneca média. Com a caneca média cheia, ela enche
5/8 da caneca grande. Janaina enche as canecas pequena e média e despeja tudo na caneca grande.
O que vai acontecer com a caneca grande?

(a) Ela ficard preenchida em 7/8 de sua capacidade.
(b) Ela ficara preenchida em 8/13 de sua capacidade.
(c) Ela ficard preenchida em 5/8 de sua capacidade.
(d) Ela ficard totalmente cheia, sem transbordar.

(e) Ela vai transbordar.

“a Solucdo. Pelo enunciado, a capacidade da caneca pequena equivale a % da capacidade da caneca
média e esta, por sua vez, equivale a % da capacidade da caneca grande. Assim, 1 caneca pequena teria
capacidade igual a de
3 .. PR I ”
—x1 “caneca média” = —x—x1 “caneca grande”
5 5 8
Lo, ;
= 5X5X§X1 “caneca grande”

1 ,
= 3x 3 x1 “caneca grande”

3 ,
= §X1 “caneca grande”.
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Portanto, 1 caneca pequena e 1 caneca média, juntas, tém capacidade equivalente a de

3 B .8 ”
3 + 3 x1 “caneca grande” = §X1 ‘caneca grande’

= 1 “caneca grande”.

Portanto, (d) é a alternativa correta.
[ |

Exercicio 2.43 — ENEM 2016. Cinco marcas de pao integral apresentam as seguintes concentragoes
de fibras (massa de fibra por massa de pao).

e Marca A: 2 g de fibras a cada 50 g de pao;
e Marca B: 5 g de fibras a cada 40 g de pao;
e Marca C: 5 g de fibras a cada 100 g de pao;
e Marca D: 6 g de fibras a cada 90 g de pao;
e Marca E: 7 g de fibras a cada 70 g de pao.

Recomenda-se a ingestao do pao que possui a maior concentragao de fibras.

Disponivel em: www.blog.saude.gov.br. Acesso em: 25 fev. 2013.

A marca a ser escolhida é
(a) A (b) B (c) C (d) D (e) E

B Solucdo. Concentragao de fibras significa a fragdo a quantidade de fibras em gramas por quantidade
de pao em gramas, isto é, a fragdo ou razao

“quantidades de gramas de fibras”

“quantidade de gramas de pao”

Para as marcas A, B, C, D e E, respectivamente, essas concentragoes sdo iguais a

2 5 5 6 7

50 40 100 90 70
Note que 18—0 < 4%, pois temos mesmos numeradores e denominador menor na maior fracdo. Logo, a
resposta nao pode ser a marca C. Observe também que:

6 63 2 2

90 90+3 30 50
Portanto, a marca A também néo é a de maior concentracio de fibras. Agora, as fragbes das marcas B
e E sdo equivalentes, respectivamente, a

5+5

T+7 1

e — =

1
40-5 8 70+-7 10

Como % < %, concluimos que a marca E ndo é a resposta. Resta, assim, compararmos as concentragoes

de fibras das marcas B e D, ou seja, as fragoes % e %, respectivamente. Temos

2 1 < 1
30 15 "8
Logo, concluimos que a marca B é a que tem maior concentracdo de fibras.
|

Exercicio 2.44 Uma bandeira estd dividida em 4 faixas horizontais de igual largura e cada faixa estéd
dividida em duas, quatro ou oito partes iguais, conforme indicado na figura abaixo. Qual é a fracao
correspondente a area pintada de amarelo?
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Sequéncia 4

Exercicio 2.45 — Canguru 2020 - Prova S. Se C cachorros pesam ) quilogramas e E elefantes pesam
o mesmo que M cachorros, quantos quilogramas pesa um elefante?

X
[9R3

)
g

(2) &g () x5t (©) &ar- (d)

CxQ - EXM" () Gxm

Q¥E

O

74 Solucdo. Se C cachorros pesam @ quilogramas, 1 cachorro pesa & quilogramas e M cachorros
pesam M X% quilogramas. Como este é o peso de E elefantes, um elefante pesa

o que corresponde & alternativa (d). [ |

Exercicio 2.46 Localize (aproximadamente) os pontos P = —%, Q= %, R = —g e S = 3 na reta
numérica desenhada abaixo.

<

=% -1

Y

S e
— e
[\ON ]

2743 9

Exercicio 2.47 — OCM 1990. Qual das fracoes é maior % o St

Justifique (sem efetuar divisoes).

ela passard a pesar 8 kg. Qual é o peso da lata vazia?

(a) 5 quilogramas.

(b) 10 quilogramas.
(¢) 2 quilogramas.

(d) 3 quilogramas.
)

(e) 21 quilogramas.

Exercicio 2.49 — Banco OBMEP - adaptada. A figura mostra um retangulo maior dividido em 18
retangulos menores, com diferentes tamanhos e todos com a mesma largura. Que fragdo do retdngulo
maior representa a parte pintada de azul?

o

Exercicio 2.50 — Canguru 2020 - Prova S. Qual é o valor de

10102 + 20202 + 30302
2020

‘ Exercicio 2.48 Uma lata cheia de tinta pesa 13kg. Se retirarmos metade da tinta contida na lata,
| (a) 2020 (b) 3030 (c) 4040 (d) 6060 (e) 7070
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3 Operacoes com Fracoes

3.1 - Adicao e subtracao
Iniciamos o nosso roteiro com um problema simples cuja solucdo se resume a uma adicao de fragoes.

Problema 2 Fernando percorreu 13—0 do percurso total previsto para uma viagem de automodvel na
primeira hora. Na segunda hora, ele percorreu mais 1% do percurso. Qual a fracdo do percurso total
que foi percorrida nas duas primeiras horas de viagem?

& Solucdo. Na reta numérica abaixo, o segmento OP representa o percurso total previsto para a
viagem. Esse segmento foi dividido em 10 partes iguais, portanto, cada uma dessas partes representa %
do percurso. O segmento OA corresponde ao trecho que foi percorrido na primeira hora da viagem e o
segmento AB corresponde ao trecho percorrido na segunda hora. Assim, o segmento OB corresponde
ao que foi percorrido nas duas primeiras horas.

0] A B P
0 3 s 10
10 10 10
Assim, temos
3 . 5 8
10 10 10’
ou seja, foram percorridos % do percurso total nas duas primeiras horas da viagem. |

Outro modo de interpretar a adigdo 13—0 + 1% é o seguinte.

Exercicio 3.1 Os irméos Alex e Bruno ganharam uma barra de chocolate de seu pai. Alex comeu 13—0
da barra e Bruno comeu 1% da barra. Que fracdo da barra os dois comeram juntos?

B Solucdo. Observe a figura, onde estao representadas a barra, dividida em 10 partes iguais, e as
fracOes comidas pelos irmaos.

— Alex

I
Sles

— Bruno

I
gler

e

[ HEEEEEENE

Na barra de cima, estdo pintadas 3 das 10 partes, representando os % da barra comidos por Alex. Na
barra do meio, estdo pintadas 5 das 10 partes, representando os 1% da barra comidos por Bruno. Na
barra de baixo, juntamos as partes comidas por Alex e Bruno, totalizando 8 das 10 partes da barra.
Portanto,

5 _ 8
+ 1= 10 — Alex e Bruno

[en]

3 .5 3+5 8

010" 10 10

3 da barra de chocolate. |

ou seja, Alex e Bruno comeram, juntos, 15

De modo geral, quando as fragoes tém um mesmo denominador, procedemos do seguinte modo para
soma-las.
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Adigao de fragdes com um mesmo denominador: a soma de duas fragoes que tém um mesmo
denominador é a fragdo cujo numerador é a soma dos numeradores das duas fracoes e cujo denominador
¢ o denominador comum das duas fragoes.

Agora, considere o problema

Problema 3 Nando percorreu % do trajeto da sua casa até a escola, quando percebeu que tinha
esquecido o livro de matematica em casa. Voltou 1—% desse mesmo trajeto, quando encontrou com
o seu pai, que ja tinha percebido o esquecimento e resolveu ir até a escola entregar o livro ao filho.
Que fracado do trajeto da casa de Nando até a escola o pai ja tinha percorrido, quando os dois se
encontraram?

B Solucdo. Na reta numérica abaixo, o segmento O P representa o trajeto completo da casa de Nando
até a escola. Esse segmento foi dividido em 10 partes iguais, logo, cada uma dessas partes representa %
do trajeto. O ponto A representa o ponto onde Nando notou que tinha esquecido o livro, ou seja, o
segmento O A corresponde ao trecho que Nando percorreu até o ponto onde percebeu o esquecimento do
livro, que corresponde % do trajeto de sua casa a escola.

O A P
0 1
10 10

O ponto B representa o ponto de encontro de Nando com o seu pai, ou seja, o segmento AB corresponde
ao trecho que Nando percorreu de volta: 1—?6 do percurso total, desde o ponto onde notou o esquecimento,
até o encontro com o seu pai.

O B A P
0 4 LA
10 10 10

Assim,

7 3 7—3 42 2

10 10 10 10=2 5

ou seja, o encontro entre Nando e seu pai aconteceu quando o pai tinha percorrido % do trajeto de casa
até a escola. |

Veja também o seguinte exercicio.

Exercicio 3.2 Os irméos Alex e Bruno ganharam uma barra de chocolate de seu pai. Alex e Bruno
comeram, juntos, % da barra. Se % é a fracdo da barra comida por Alex, que fragdo corresponde a
parte comida por Bruno?

B Solucdo. Observe a figura abaixo, onde estao representadas a barra dividida em 9 partes iguais, a
fragdo comida em conjunto pelos dois irméaos e a fracdo comida por Alex.

— Alex

Il
IS

i

4 _ 3
—9—9—>Bruno

Na barra de cima, estao pintadas 7 das 9 partes, representado os 5 da barra que foram comidos pelos

dois irmaos juntos. Na barra do meio, estao pintadas 4 das 9 partes, representando os % da barra

G g o @S e I pacro
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comidos por Alex (sozinho). Na barra de baixo, subtraimos a parte comida por Alex (sozinho), da parte
comida pelos dois irméos juntos, mostrando que Bruno comeu 3 das 9 partes. Desse modo,

7T 4 7-4 3

9 9 9 9

Podemos, ainda, simplificar a fracio %, dividindo numerador e denominador por 3:

Assim, Bruno comeu, sozinho, % da barra. A proxima figura traz uma representacao geométrica para a
simplificagdo acima. Antes de prosseguir, certifique-se de que vocé a entendeu (lembre da equivaléncia
de fragoes, que estudamos na se¢do 2.1).

©olw

Il
W=

De modo analogo ao que foi feito no caso da adigdo, quando as fragoes tém um mesmo denominador,
procedemos do seguinte modo para subtrai-las.

Subtragao de fragées com um mesmo denominador: a diferenca entre duas fracées que tém
um mesmo denominador é a fragdo cujo numerador é a diferenca entre os numeradores das duas
fragoes e cujo denominador é o denominador comum das duas fracoes.

Os proximos exercicios trazem situagoes de adicdo e subtragio de fracbes que ndo possuem um
mesmo denominador.

Exercicio 3.3 Paulo contratou Jodao para pintar o muro de sua propriedade. Joao pintou % do muro
no primeiro dia de trabalho. No segundo dia, como teve de sair mais cedo para levar seu filho ao

médico, Jodo pintou apenas % do muro. Que fracdo do muro Jodo pintou nos dois primeiros dias de
trabalho?

B Solucdo. Representando o muro por uma barra, dividindo essa barra em 2 partes iguais e tomando
1 delas, obtemos uma representacdo da fragao %, que é exatamente a por¢do do muro que foi pintada no
primeiro dia de trabalho.

Dividindo essa mesma barra em 6 partes iguais e tomando 1 dessas partes, obtemos uma representagao
da fracao %, exatamente a parte do muro pintada no segundo dia.

Agora, precisamos calcular a soma % + % para obter a fragdo do muro pintada nos dois primeiros dias.

N[

Il
=

N[

Il
ol

SR
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Como essas fragoes ndo tém um mesmo denominador, a ideia é encontrar fragées equivalentes a cada
uma delas, as quais possuam um mesmo denominador, como fizemos na se¢do 2.1. Depois, soma-se
as fracoes equivalentes e simplifica-se o resultado. Para isso, vamos dividir cada metade da barra de
cima, representando a fracao %, em 3 partes iguais. Assim, de acordo com a préxima figura, a barra
ficara dividida em 6 partes. A parte destacada maior corresponde a trés dessas partes, ou seja, pode ser

representada pela fracao %.

I
N[
\
[=2][9N)

I
[«

I
[N [IV)
_l_
=

Il
Ol

Portanto,
11 3 1 4 4=+=2 2

+o=-t+ === =3
2 6 6 6 6 6+2 3
ou seja, Joao pintou % do muro nos dois primeiros dias.
|

Um erro muito comum que é cometido quando os alunos tentam somar duas fragoes é o de somar os
seus numeradores e denominadores. Por exemplo, eles calculam a soma % + % do seguinte modo:

5 4 5+4 9

279 1219 a1

Talvez os alunos cometam esse erro porque seguem uma analogia, julgando que a operacao de adi¢ao
deve ser efetuada duas vezes, uma para cada par de nimeros. Quando estudam a multiplicacido de
fracoes, as duvidas podem tornar-se mais agudas, pois, para multiplicar duas fragoes, multiplicamos
seus numeradores e denominadores! E muito importante que os alunos entendam que esse procedimento
é incorreto. Para isso, é preciso reforcar e tornar natural a necessidade da equivaléncia de fragoes para
termos “medidas em uma escala comum”, como fizemos no exemplo acima. Contra-exemplos bastante
drasticos ajudam também como em

1 1,141 2 1

+ = =
2 27 2+2 4 2
pois, se a igualdade ocorresse, duas metades dariam uma metade! Erros dessa natureza respondem por
dificuldades conceituais e técnicas dos alunos em toda a sua trajetoria académica, muitas vezes.
Em geral, quando duas fragées ndo tém um mesmo denominador, procedemos do seguinte modo
para soméa-las.

Adigao de fragbes com denominadores distintos: para somar duas fracbes com denominadores
distintos, comegamos encontrando duas fracoes que tenham um mesmo denominador e sejam equiva-
lentes as fracoes dadas; em seguida, somamos essas fracoes, aplicando a regra de soma de fracdo com
o mesmo denominador. Por exemplo,

9 2 11

1
6 12T 12

+

S
1

Observacdo 3.1 Aqui, vale uma revisdo sobre como encontrar as duas fragdes equivalentes as fragoes

dadas. Veja que a dificuldade é achar um denominador para essas fragbes. Para isso, observamos

que esse denominador deve ser um miultiplo dos denominadores das duas fra¢des originais: 4 e 6, no

exemplo acima. Entao, precisamos achar um nimero que seja miiltiplo de 4 e 6 ao mesmo tempo.

Uma possibilidade totalmente valida seria tomar, como denominador, o niimero 4x6 = 24; isso daria
18

~ . 3 4 . 1 oLl z q Ao
as fragoes 57, equivalente a i, e 57, equivalente a 5. No entanto, a possibilidade 12 é mais econdmica,

exatamente porque 12 é o minimo maltiplo comum de 4 e 6.
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Exercicio 3.4 — CMF - adaptada. No painel de um automével hd um marcador que indica a quanti-
dade de combustivel no tanque. Através de um ponteiro, o0 marcador indica a fragdo de combustivel
existente no tanque em relacao a capacidade maxima. Quando o ponteiro aponta para a posicao cheio,
isso significa que o tanque estd completamente cheio de combustivel. As figuras abaixo representam
o marcador de combustivel no momento da partida e no momento da chegada de uma viagem.

Partida Chegada
1 1
2 2
1 3 1 3
4 4 4 4
vazio cheio vazio cheio

Que fracao do tanque de combustivel foi utilizada na viagem?

& Solucdo. Veja que, no momento da partida, o tanque estava com % da sua capacidade e, na chegada,
estava com % da sua capacidade. Assim, a fracdo que representa o total de gasolina gasto na viagem
é dada pela diferenca % - % O segmento OP na reta numérica abaixo representa o tanque cheio de
combustivel. Dividindo esse segmento em 4 segmentos iguais, cada um desses segmentos corresponde a i
do tanque. Logo, o segmento OA corresponde a %, fracdo do tanque que estava ocupada por combustivel

no momento da partida.

O

NI SN
NN )

alatie o
NI

0

Agora, veja que % = % Assim, marcamos o ponto B, em que OB corresponde a fragdo do tanque

ocupada por combustivel no momento da chegada.

0] B A P
L | | | |
I 1 1 1 T .
0 1 2 _ 1 3 4
1 172 4 4
Portanto,
3 1 3 2 1
4 2 4 4 4
Logo, % ¢é a fracdo do tanque de combustivel utilizada na viagem. |

Mais uma vez, de modo andlogo ao que foi feito para a adi¢do, quando as fra¢ées ndo tém um mesmo
denominador, procedemos do seguinte modo para subtrai-las.

Subtragdao de fragoes com denominadores distintos: para calcular a diferenca entre duas
fragoes com denominadores distintos, comecamos encontrando duas fragoes que tenham um mesmo
denominador e sejam equivalentes as fracoes dadas; em seguida, calculamos a diferenca entre essas

fragoes. Por exemplo,
16 15 1

20 20 20°

4 3
5 4

A ideia geral para encontrar fracoes equivalentes as dadas e com um mesmo denominador é a mesma
que observamos no caso da adi¢do: comecamos procurando um denominador que seja multiplo dos dois
denominadores das fragoes iniciais: por exemplo, seu MMC.

Exercicio 3.5 A professora Juliana presenteou as alunas Bruna e Bia, medalhistas em uma olimpiada
de Matematica, com uma caixa cheia de livros. Elas decidiram que Bruna, por ter conquistado uma
medalha de ouro, ficaria com um terco dos livros; e Bia, por ter conquistado uma medalha de prata,
ficaria com um quarto dos livros. Além disso, o restante dos livros seria doado a biblioteca da escola.

LR .-:,d_ﬂ'-l':"-. .. I. '..-"l"-,.-___ ﬂ" —
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(a) Que fracdo representa a quantidade de livros que Bruna e Bia receberam juntas?
(b) Que fragao representa a quantidade de livros que foram doados & biblioteca?

B Solucdo. Vamos representar o total de livros contidos na caixa por uma barra. Dividindo essa

barra em 3 partes iguais e tomando 1 dessas partes, obteremos uma representacao da fracao %, parte

dos livros que coube a Bruna.

-3

Dividindo a mesma barra em 4 partes iguais e tomando 1 dessas partes, obteremos uma representacao
da fragao }1, parte dos livros que coube a Bia.

—

Para responder o item (a), devemos somar as fragoes correspondentes as quantidades de livros
recebidos pelas duas colegas. Observe a figura abaixo, onde estao representadas as fragoes da caixa de
livros recebidas por Bruna e Bia, separadamente, bem como a fragdo que representa o total de livros
recebidos pelas duas juntas. Nao fica claro quanto vale a soma.

)
T T
. =4+i=

Uma vez que as barras, representando a caixa de livros, ndo foram divididas em quantidades iguais de
partes nas duas figuras, ndo podemos somar as fragoes diretamente. Entretanto, como MMC(3,4) = 12,
podemos subdividir as barras de modo que cada uma passe a ter 12 pedacos iguais. Para isso, podemos
subdividir cada uma das 3 partes da primeira barra em 4 pedagos iguais; e cada uma das 4 partes da
segunda barra em 3 pedagos iguais, conforme a proxima representacao.

\\\\\\_1_4

- R
ll\\\\\\_l_i
L ==
_1,1_ 7

B (T T 1T T ]=3+i=-4%

Assim, obtemos as fragoes % e % equivalentes, respectivamente, as fracoes = e }1, dadas no enunciado.

3
= ~ 1 ~ 4 3.
Entao, para somar as fracdes 3 e 7, somamos as fragoes 15 € 15:

W=

_4+3 7

1
VIR TRIED) 12 12°

1
3
Assim, a fracdo que corresponde & quantidade de livros recebidos por Bruna e Bia, juntas, é 1—72: a
resposta para o item (a).

Finalmente, para descobrir a fragdo da caixa que representa os livros doados a biblioteca, devemos
subtrair 1—72, que ¢é a quantidade de livros recebidos por Bruna e Bia, de 1, que representa a barra cheia.

Il
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Il
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Observe que, na barra de cima temos uma primeira fragdo que representa o total de livros na caixa,
na barra do meio temos uma segunda fracdo que representa a quantidade de livros recebidos pelas duas
alunas e, na barra de baixo, temos uma terceira fracdo que da a diferenca entre a primeira e a segunda,

ou seja, temos a fragao
7 12 7 12-7 5

1—— = = =
12 12 12 12 12

Portanto, a fracdo que representa os livros que foram doados a biblioteca é %: a resposta para o item
(b). |

Observacdo 3.2 Conforme observamos anteriormente, podemos somar as fragoes % e i, executando
0s seguintes passos.

(a) Encontramos uma fragao equivalente a %, multiplicando numerador e denominador pelo deno-
minador da fracao }1:
1 x4 4
3 3x4 12
b) Encontramos uma fracio equivalente a +, multiplicando numerador e denominador pelo deno-
1
minador da fracao %:

1_1X3_ 3

4 4x3 12
(c) Somamos as fragoes encontradas, que agora possuem um mesmo denominador:
4 3 4 3 4+3 7

T T TR 12 12

Agora, tomando como exemplo a soma

2N
+
| w

e procedendo de maneira semelhante, temos

1+§_1x8+3x6_8+§_8+18 26
6 8 6x8 8x6 48 48 48 48

Por outro lado, observando que

MMC(6,8) =24, 24 +6=4 e 24+8=3,
vemos que também é possivel encontrar fragées equivalentes a % ea %, com um mesmo denominador,
multiplicando o numerador e o denominador da primeira fracdo por 4 e o numerador e o denominador
da segunda, por 3. Assim fazendo, temos:
1 3 1x4 33 4 9 13

678 24 T o4 2424 o

Conforme ja observamos, a diferenga entre os dois métodos anteriormente descritos é que, em muitos
casos, utilizando o MMC dos denominadores das fragdes originais, a fragdo obtida para a soma é uma
forma simplificada daquela que seria obtida utilizando o produto dos denominadores.

Exercicio 3.6 Em um passeio ciclistico, os participantes percorreram ;11 do percurso na primeira hora,
% do percurso na segunda hora e 14 quildmetros na terceira e ultima hora de passeio. Quantos
quilémetros tem o percurso total do passeio?

(a) 14 (b) 16 (c) 40 (d) 36

B Solucdo. A ideia para resolver o problema é calcular a fragdo correspondente a distancia percorrida
durante a terceira hora de passeio. Isso porque ja sabemos o valor, 14 quilémetros, da distancia
percorrida durante a terceira hora. Como veremos, esses dados, em conjunto, nos permitirdo calcular o
total do percurso.

CIEMTINTA DHETT
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Para calcular a fracdo correspondente a distdncia percorrida durante a terceira hora, devemos somar
as fragoes correspondentes ao total percorrido na primeira e segunda horas e, em seguida, subtrair o
resultado de 1, que corresponde ao percurso total do passeio.
Para somar as fragoes 4—11 e %, vamos proceder, como antes, encontrando duas fragdes, uma equivalente
a fracao %1 e outra equivalente a fracao %, as quais tenham denominadores iguais. Na figura seguinte
mostramos uma maneira diferente de visualizar este método.

_l’_

Ainda néo ha como efetuar diretamente a soma das fragoes }l e %, pois o retangulo, que representa
todo o percurso percorrido pelos ciclistas, foi dividido em 4 partes na figura da esquerda e em 5 partes
na figura da direita. Entretanto, podemos representar as mesmas fragoes }l e % subdividindo, cada ;11 da
figura da esquerda, em 5 partes iguais e, cada % da figura da direita, em 4 partes iguais. Note que, na
figura a seguir, isso equivale a dividir o retangulo da esquerda em cinco colunas iguais e o da direita em
quatro linhas iguais.

_l’_

<ol 5 : ~ 2.8 4 . 4
Agora, observe que as fragoes 7 e 55 sdo equivalentes, bem como as fragoes £ e 5. Além disso, é

facil somar as fracoes % e 2%, pois ambas sdo fragdes de um inteiro que foi dividido em uma mesma
quantidade de partes: (5x4 = 4x5 = 20 partes). Assim,

1 2 5) 8 13

175730 0"

fragdo representada na ultima figura abaixo.

+ =

Observemos, agora, que resta a fracdo 1 — % para completar o percurso, com

13 20 13 7

20 20 20 20’

sendo essa fracdo a parte ndo pintada do lado direito da igualdade da figura anterior. De fato, o percurso
completo foi dividido em 20 quadradinhos dos quais 7 nao foram marcados.
Por fim, lembre-se que essa fracio, 2—70, corresponde aos 14 quilémetros percorridos na terceira hora de
passeio. Portanto, a fracao %, correspondente ao quadrado menor pintado na figura seguinte, equivale a
14 + 7 = 2 quilometros.

]

io 14 + 7 = 2 quilémetros

[\

Logo, o percurso total, que tem 20 quadrados, corresponde a 20x2 = 40 quilémetros, conforme a sua

ilustracao na proxima figura. -
i o Bt
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= g—g +— 20x2 = 40 quilémetros

Observacdo 3.3 Resumidamente, a soma das fragoes i e % foi calculada do seguinte modo.

1 2 1x5 2x4 5 8 13
175 s 5a 0 0 20
3.2 - Exercicios resolvidos e propostos .‘.

Sequéncia 1

Exercicio 3.7 Represente geometricamente as operagoes com fragoes listadas abaixo utilizando setores
circulares (“pizzas”) ou barras.

@5+ © %+4 © §-1
Bl @ %4 ® §-3

o - . ~ fpos ~ o .
T Solucdo. As figuras abaixo mostram as representacoes geométricas das operagoes utilizando “pizzas”.

(a) + - @

1 3

5 5
3 2 3
7 7 7
3 4 e
10 10 10
4 1 3
7 7 7

L!hlﬁl:.ﬂtlt l':-d-"';:--. . '—-‘| fI:- ':'.i-""-.-:" ﬂ-ﬂ_” h 39
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(e) ‘—@:
5 2 3
5 5 5
(e) @_@:
5 3 2
8 8 8

Ja as representagoes utilizando barras sdo mostradas nas préximas figuras.

(a) | | | | | E
n | — | K
| | — | K
o T 1 1 T T 13
ST e T 7
| | | . I
(@ I T T T T T T 1%
C T 7 O | [
+ 10
T O | [
10

@O T 1 1T T T T 13
S I S I -
T 1T 1 1 [ [ T3
@ | | | | | E
_ | | | | | £
| | | | | K

o i A PUCTD
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Exercicio 3.8 Numa pizzaria, Gabriel comeu % de uma pizza e Nando comeu % da mesma pizza.

(a) Que fracdo da pizza os dois comeram juntos?
(b) Quem comeu mais pizza, Jodo ou Carlos?
(¢) Que fragao de pizza um deles comeu a mais que o outro?

“a Solucdo. (a) A fracio da pizza que os dois comeram juntos é igual & soma das fracoes que cada

um deles comeu, ou seja,
5 n 2 542 7
8 8 8 8
(b) Para determinar quem comeu mais pizza, devemos verificar qual das fragoes g e % é a maior. Como
as duas tém o mesmo denominador, a maior é g, pois é a que possui o maior numerador. Assim,

5 - 2
8 8
ou seja, Gabriel comeu mais pizza que Nando.
(¢) A fragao da pizza que Gabriel comeu a mais que Nando é igual & diferenca entre g, fragdo comida

por Gabriel, e %, fracdo comida por Nando, ou seja,

5
8

2.3
8 8

Exercicio 3.9 Joao encheu o tanque do seu carro. Gastou % do tanque para ir de casa ao trabalho
durante a semana e % do tanque para passear no final de semana. Que fracdo do tanque restou?

Exercicio 3.10 Utilizando tinta de cor azul, Adamastor pintou % da area de um muro, inicialmente
pintado na cor branca, no primeiro dia de trabalho; 1—?6 da area do muro no segundo dia e % no
terceiro dia. No quarto dia, Adamastor percebeu uma diferenca na tonalidade da tinta que foi
utilizada e teve de repintar de branco 1—10 da area do muro, relativa a parte que ficou pintada de cor

diferente. Que fragdo do muro ficou pintada de azul apés o quarto dia de trabalho?

()

gle

() (d)

(S

hol
g~

(a) (b)

(SN

B Solucdo. Devemos somar as fragoes das dreas do muro pintadas, de azul, nos trés primeiros dias e
subtrair, do resultado, a fracdo do muro que foi pintada de branco no quarto dia. Portanto, a fracao do
muro que ficou pintada de azul apds o quarto dia de trabalho é

2 03 4 1 _24344-1_ 8 4
10 10 10 10 10 105
Assim, a alternativa correta ¢ a da letra (d). [ |
ad ‘:H__.‘:-" ahy -'f-l:‘:f I pacro
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Exercicio 3.11 Mariana estd lendo um livro de romance que tem 150 pdginas. Ontem ela leu 59 e
hoje ela leu 25 das paginas desse livro.

(a) Que fracdo das paginas do livro Mariana ja leu?
(b) Que fragdo representa as paginas que Mariana ainda nao leu?

7a Solucdo. (a) Ontem Mariana leu 2% e hoje % das paginas do livro. Logo, a fragdo do livro que

150
Mariana ja leu é
59 25  59+25 84 84 +6 14

150 7150 C 150 150 150-6 25

(b) Por outro lado, a fragdo do livro que Mariana ainda nao leu é igual a

25 14 11
25 25 25
]

Exercicio 3.12 Gabi foi as compras e gastou % do dinheiro que possuia, restando-lhe, ainda, R$ 240,00.
Quanto Gabi possuia antes de ir as compras?

(a) R$80,00. (b) R$120,00. (c) R$240,00. (d) R$360,00. (e) R$480,00.

. Como Gabi gastou % do que tinha com as compras, a fracdo do dinheiro que lhe restou

o
i3 1 % Representamos na reta numérica abaixo a fragao %, que corresponde aos R$ 240,00 que

restaram.

Na préxima reta numérica, podemos observar a representacdo geométrica de %, que correspode a
R$ 240,00 = 2 = R$ 120,00.

0

W~ =
—_

Finalmente, na reta numérica logo abaixo, podemos observar a representacdo geométrica de %, que
correspode a 3xR$ 120,00 = R$ 360,00.

|
|
0 1=

wlw

Logo, Gabi tinha R$ 360,00 antes de fazer as compras, ou seja, a alternativa correta é a da letra (d).
Uma representacao geométrica alternativa para as fragoes envolvidas nesse problema é a seguinte.

2
| | | | 3 R$ 240,00

1
| | \ \ 3 R$ 240,00 ~ 2 = R$ 120,00

3
| | | | s 3xR$ 140,00 = R$ 360,00
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Exercicio 3.13 — Canguru. Numa classe, os alunos nadam somente ou dangcam somente ou fazem as
duas coisas. Trés quintos dos alunos da classe nadam e trés quintos dangam. H& exatamente cinco
alunos que fazem as duas coisas, isto é, nadam e dancam. Quantos alunos hé na classe?

(a) 15. (b) 20. (c) 25. (d) 30. (e) 35.
B Solucdo. Somando as fragoes que representam os alunos que nadam e os alunos que dangam,
obtemos:

3 3 3+3 6

57575 5
Note que a fracao g é maior que a fracao %, que representa o total de alunos na classe. De fato, a
diferenca g — g > (0 ocorre porque a fragdo que corresponde aos alunos que praticam as duas atividades
foi somada duas vezes, tanto na fracdo dos alunos que nadam quanto na fragdo dos alunos que dancam.

Assim, essa diferenca corresponde aos alunos que praticam as duas atividades. Logo,

1
£ — 5 alunos.

g — HxH = 25 alunos.

Assim, a alternativa correta é a da letra (c). [ |

Sequéncia 2

Exercicio 3.14 Encontre os resultados das operagoes com fragoes listadas abaixo.

@) 53 (©) +3 © -4 © §-3
(b) §+3% (d) $+3+3 ® § -3 () § -2

2 - ~ . < ~ ~
“a Solucdo. Encontrando fragdes equivalentes as fragoes que compoem as somas e que tenham um
mesmo denominador, obtemos

7 2 _ 7X3 2X5 21 10 __ 21410 __ 31
(a) T+2 +25-2 10 20

5%3 T 3%5 — 15 15 1
3,5 __3X3 , 5%X2 _ 9 | 10 _ 9+10 __ 19
b i1+s=t3tTea=—"1Tn= 0 12
4 2 _ 4X3 | 2x8 _ 12 | 16 _ 12416 _ 28 _ 28z4 _ T
() gts=s3t 5= Tau= 921 —24=2:4=¢
1,3, 5 __1x4 , 3X2 | 5 _ 4 , 6, 5 _ 4+64+5 _ 15
ds+i+s=satrots=ststg="®5 =73
(€) 3—l—2x6_1xt_ 18 7 _187_ 11
7 = X6 X7 T 42 T 42 T 42 T 4
() Lololxo 1xs_ 9 8 _ 1
8 T 9~ 8X9 X8 — 72 T2 72
(@) T—4—TX3 45 _ 2120 _ 2120 _ 1
&) 573~ 5x3 X5 — 15 15— 15 15
(h) 84 _8X0 _ax5 _ o7 _ 20 _ 7
579~ 5%x9 X5 — 45 45 — 45°

Exercicio 3.15 Se z = %, Y= é ez = %, calcule as seguintes expressoes.

(a) z+y.
(b) z — z.
(c) y+x— =z
g 4 o ALt J"!V PACTD
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I d) z+y+=

& Solucdo. Substituindo os valores de x, y e z nas expressoes algébricas, obtemos as seguintes
expressoes numéricas.

(a)

L o3, 430 42 27 8 27483

T — _ = = — _— = = —.

Y=9 797250 Tox2 18 ' 18 18 18
(b)

3 1 35 1x2 15 2 15-2 13

ATy T 5T o5 B2 10 10 10 10

_ 4x2x5H + 3x9xH _ 1x9x2
©9x2x5  2x9x5  5x9x2

4o+135 18 40+135—18 157
90 90 90 90 18

. 3x9x5 n 4x2x5H L+ 1x9%x2
©2x9x5  9x2x5  H5x9x2

135 40 18 135+40+18 193

90 T 90T 90 90 TR

Exercicio 3.16 Calcule o valor da expressao numérica
(1 1> n (1 1 )
2 3 6 10/

Exercicio 3.17 — UFMG - adaptado. Paula comprou dois potes de sorvete, ambos com a mesma
quantidade do produto. Um dos potes continha quantidades iguais dos sabores chocolate, creme e
morango; o outro, quantidades iguais dos sabores chocolate e baunilha. Se o sorvete de chocolate
comprado por Paula estivesse em um tinico pote, a que fragao desse pote ele corresponderia?

(a) 2. (b) (c) - (d)

B Solucdo. Um dos potes continha quantidades iguais de chocolate, de creme e de morango, logo, a
fracdo correspondente a quantidade de chocolate é % O outro pote continha quantidades iguais dos
sabores chocolate e baunilha, assim, a fracdo correspondente a quantidade de chocolate é % Como os
dois potes continham as mesmas quantidades de sorvete, as fragoes de chocolate nos dois potes sao
fragbes de uma mesma unidade, logo, se todo o sorvete de chocolate estivesse em um tnico pote, a

fragdo desse pote que ele corresponderia é

(S99
[SN[S)]

=

1 1_ 12 1x3_2 3 243 5
372 32 2x3 6 6 6 6
Desse modo, a alternativa correta é a letra (d). [
ad _.:_d__:-" "e"‘-F"-'c:""é' I pacro
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Exercicio 3.18 Trés amigas planejavam preencher um 4lbum de figurinhas da copa. Karla contribuiu
com é, Paula com % e Cristina contribuiu com % das figurinhas.

(a) Supondo que nao havia figurinhas repetidas, que fracdo do dlbum foi preenchida com as
contribui¢oes das trés amigas?
(b) Que fragao ainda falta preencher para completar o album?

& Solucdo. (a) Supondo que nao havia figurinhas repetidas, a fracao do album, que foi preenchida
com as contribuicoes das trés amigas, é igual a soma
1 2 1 1x4 2x8 1x3 4 16 3 441643 23

6 378 6x4 3x8 83 24 ;U U u Y%

(b) A fracdo que ainda falta preencher, para completar o dlbum, é

24 23 1

24 24 24
n

Exercicio 3.19 No dia do lancamento de um prédio residencial, % dos apartamentos foram vendidos e
% foram reservados. Que fragdo corresponde aos apartamentos que nao foram vendidos ou reservados?

Exercicio 3.20 Mauricio fez um suco misto de laranja e acerola. Ele misturou metade de um copo de
suco de acerola com % do mesmo copo de suco de laranja. Calcule a fragao que falta para ter o copo
cheio.

(a)

|t

(b) () ()

Wl

[S3{] ]
W=

(d)

o=

Exercicio 3.21 — ENEM. Uma agéncia de viagens de Sdo Paulo (SP) estd organizando um pacote
turistico com destino a cidade de Foz do Iguagu (PR) e fretou um avido com 120 lugares. Do total de
lugares, reservou % das vagas para as pessoas que residem na capital do estado de Sao Paulo, % para
as que moram no interior desse estado e o restante para as que residem fora dele. Quantas vagas
estao reservadas no avido para as pessoas que moram fora do estado de Sao Paulo?

(a) 27. (b) 40. (c) 45. (d) 74. (e) 8l.

B Solucdo. O enunciado diz que % das vagas foram reservadas para as pessoas que residem na capital,
logo, a quantidade de vagas reservadas para essas pessoas é

2 120

—-120=— -2=24-2=148.

5 5
Por outro lado, % das vagas sao reservadas para as pessoas que moram no interior. Desse modo, o total
de vagas reservadas para essas pessoas €

§.120=%-3=15-3=45.

8
Como o restante das vagas estd reservado para as pessoas que residem fora do estado, essa quantidade é
igual a
120 — (48 4+ 45) = 120 — 93 = 27.
Portanto, a alternativa correta é a da letra (a). [ |

Uma solugdo alternativa para o problema 3.21 consiste em somar as fracdes referentes as vagas
reservadas para pessoas da capital e do interior, % e %, respectivamente; calcular a fragdo que
corresponde as vagas reservadas para pessoas de fora do estado de Sdo Paulo, que é a fracao faltante

o o A e Y e
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para completar uma unidade; e calcular essa ultima fragdo de 120. Com efeito,

2 3 2x8 3x5 16 15 16+15 31

5 T8 5x8 " 8x5 40 T40 40 40’

40 _31_9
40 40 40’

9 120

E-120_4—0-9_3-9_27.

Exercicio 3.22 — Unesp. Duas empreiteiras farao conjuntamente a pavimentacao de uma estrada,
cada uma trabalhando a partir de uma das extremidades. Se uma delas pavimentar 2/5 da estrada e
a outra os 81 km restantes, a extensao dessa estrada ¢é de:

Exercicio 3.23 — CMRJ. O valor da expressao numérica

1 1 1 1 1 1
+-3 4T 4 T5 . 3, 8
T T TR TR T AT
é
(a) 1. (b) &. () 3. (d) % (e) 3
4 Solucdo. Temos:
1 1 1 1 1 1
B 4Ty B4 B, & _
[ 1 1 1 11
_ 3,7 ,15 3 , 63
“otaitytntata
3 7 15 1 63
1 1 1 1 1 1
:_+_.;_{+_.Z+_.’1;5/+_.3_/1/+_.”6_g
2 34 78 15 8 3 8 63 8
L b 11 1
2 4 8 16 32 64
324 164+8+4+2+1
B 64
o3
64
Assim, a alternativa correta é a da letra (b). |

Exercicio 3.24 — Banco da OBMEP. Ana, Bia, Céatia, Diana e Elaine trabalham como ambulantes
vendendo sanduiches. Diariamente, elas passam na lanchonete do Sr. Manoel e pegam a mesma
quantidade de sanduiches para vender. Um certo dia, Sr. Manoel estava doente e deixou um bilhete

. . - ) . 1 )
avisando o motivo pelo qual ndo estava 14, mas pedindo que cada uma pegasse — dos sanduiches.

Ana passou primeiro, seguiu as instrugoes do bilhete e saiu para vender seus sanduiches. Bia, passou

em seguida, mas pensou que era a primeira a passar, pegando — do que havia e saiu. Catia, Diana e

Elaine chegaram juntas e dividiram igualmente a quantidade que havia, ji que Cétia sabia que Ana e
Bia haviam passado antes.
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a) Que fragdo do total de sanduiches coube a Bia?

b) Quem ficou com a menor quantidade de sanduiches? Quem ficou com a maior quantidade?

¢) Ao final da divisdo, nenhuma das vendedoras ficou com mais de 20 sanduiches. Quantos
sanduiches o Sr. Manoel deixou para elas?

= - 4 1 4 1 4 4
% Solucdo. al) %5 Como Bia pegou £ de = ela ficou com AT dos sanduiches.
b) Ana pegou — = — e Cdtia, Diana e Elaine dividiram entre as trés a fracdo que restava, que era
9 165 16 12 15
— — = —, ou seja, cada uma pegou 7 dos sanduiches, que é maior que 7 e 75 Sendo assim,

Catia, Diana e Elaine ficaram com a maior parte dos sanduiches e Bia com a menor.

c) 75. A quantidade de sanduiches deve ser um multiplo comum de 5, 25 e 75, sendo 75 o menor
deles. Para 75 sanduiches, as quantidades de Ana, Bia, Catia, Diana e Elaine s&o, respectivamente,
15, 12, 16, 16, 16, todas menores que 20, mas para o proximo miltiplo comum de 5, 25 e 75, que é

150, todas ficarao com mais de 20 sanduiches. Sendo assim, essa quantidade deve ser 75.
|

Sequéncia 3

Exercicio 3.25 — Canguru. Partindo da extremidade esquerda de um cano, uma formiguinha andou
% do seu comprimento. Uma joaninha, que havia partido da extremidade direita do mesmo cano,
andou % do comprimento deste. Nessa situacao, qual fracdo do comprimento do cano representa a
distdncia entre os dois bichinhos?

~Jjot

(e) -

N[

(a)

oolw

(b) 1. () (d)

Exercicio 3.26 — Canguru. Numa escola, % dos alunos gostam de Matemaética e % dos alunos gostam
de Portugués. Qual é a menor fracdo que pode representar os alunos que gostam de ambas as
matérias?

() - (b) & © 3. (@) (©)

B Solucdo. A soma das fragoes que representam as quantidades de alunos que gostam de Matemética
e de Portugués é

~Jjot
©lco

2+3_QX4+3X3_8+9_8+9_17
3 4 3x4 4x3 12 12 12 127

Desse modo, pelo menos
17 12 17-12 5

12 12 12 12
dos alunos gostam de ambas as matérias, pois se r é a fragdo dos alunos que gostam de ambas as
matérias, devemos ter

2 3 17
S <l <
3T TSl s
L1
T2 12
=>r>5
=12

A fracdo que representa a quantidade de alunos que gostam de ambas as matérias é maior que %,

quando ha alunos que nao gostam de nenhuma das duas. |

Exercicio 3.27 — CMM - adaptado. Sévio fez uma pesquisa com os moradores de seu condominio
sobre a pratica de coleta seletiva de lixo. Ele constatou que % dos entrevistados praticam esse tipo de
coleta e % dos entrevistados sequer sabem o que isso significa. Dessa maneira, a fragdo que representa

g Ir:'dd_,':--* Ry -"i"«* ﬂ-—’ PRCTD 47
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a quantidade de pessoas que sabem o que significa a coleta seletiva mas nao a praticam é:

(a) - (b) 3 (©) 15 (d) 1. (©) 2-

& Solucdo. Uma vez que % dos estrevistados praticam a coleta seletiva, a fracao que representa a
quantidade de entrevistados que nao a praticam é

4 3 1

4 4 4
Agora, dentre os entrevistados que nao praticam a coleta seletiva, hd os que sabem e os que nao sabem
o que ela significa. Uma vez que a fracdo dos que nao sabem o que esse tipo de coleta significa é igual a
%, a fracdo que representa os que sabem o que significa a coleta seletiva, mas ndo a praticam, é
1 1 1x5 1x4 5 4 1

475 4x5 bBx4 20 20 20

Assim, a alternativa correta é da letra (e). [ |

Exercicio 3.28 — CMPA. Os animais de um pequeno zooldgico se dividem em trés classes: mamiferos,
aves e répteis. Sabe-se que, do total de animais desse zooldgico, % sdo mamiferos, % sdo aves e os 270
animais restantes sdo répteis. A quantidade total de animais desse zooldgico é igual a:

(a) 930. (b) 1200. (c) 1330. (d) 1470. (e) 1540.

B Solucdo. A fragdo que representa a soma das quantidades de mamiferos e aves é

2 3 2x8 3x5 16 15

578 5x8 " 8x5 40 T 40"

Logo, a fragdo que representa os animais restantes, ou seja, os répteis, é

40 31 _ 9
40 40 40°
Portanto,
9
0 — 270 animais
! — 270 =+ 9 = 30 animai
10 = 9 = 30 animais
40 .
0 — 40x30 = 1200 animais
Assim, a alternativa correta é a da letra (b). |

Exercicio 3.29 — Canguru. Miguel tem caes, vacas, gatos e cangurus no seu sitio. Ao todo sdo 24

animais, sendo que % deles sao caes, % nio sio vacas e 2 nio sio gatos. Quantos cangurus ha no

3
sitio?
(a) 4. (b) 5. (c) 6. (d) 7. (e) 8.
“a Solucdo. A quantidade de caes ¢ igual a

1
—-24=— =3.
8 8

Como % representa a quantidade de animais que nao sdo vacas, a fracdo que representa a quantidade de

vacas € j—i — % = 4—11. Assim, a quantidade de vacas é igual a

CIENTINTA DRETE
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De modo similar, uma vez que % representa a quantidade de animais que nao sdo gatos, a fracdo que

representa a quantidade de gatos é % — % = % Logo, a quantidade de gatos é igual a

1
- .24 =8.
3
Portanto, a quantidade de cangurus é igual a

24— (346+8)=24—-17=T1.
A alternativa correta é a da letra (d).

Solucao alternativa: a quantidade de caes é igual a

1 24
Zlo4 =2
8 8

=3.
Ja a quantidade de animais que nao sdo vacas, isto é, sdo caes, gatos ou cangurus, é igual a

3 24
—24=—-3=6-3=18
1 1 3=6-3 8

Desse modo, a soma das quantidades de gatos e cangurus ¢é igual a
18 — 3 =15.

Por outro lado, a quantidade de animais que nao sdo gatos, ou seja, sdo caes, vacas ou cangurus, ¢é igual

a
2 24
--24=—-2=8-2=16.
3 3

Logo, a soma das quantidades de vacas e cangurus é igual a
16 —3 =13.

Assim, a soma da quantidade de vacas, com a quantidade de gatos, com o dobro da quantidade de
cangurus ¢ igual a
154 13 = 28.

Agora, a soma das quantidades de vacas, de gatos e de cangurus é igual a
24 — 3 =21.

Portanto, a quantidade de cangurus é igual a
28 —21 =T.

A alternativa correta é a da letra (d). [ |

Exercicio 3.30 Certa quantia foi repartida entre trés pessoas da seguinte maneira: a primeira recebeu
% da quantia mais R$5,00; a segunda recebeu % da quantia mais R$12,00; e a terceira recebeu o
restante, no valor de R$15,00. Qual a quantia que foi repartida?

s Solucdo. Uma vez que R$ 5,00 + R$ 12,00 = R$ 17,00 e

1_2x5+1><3_10+3_10+3_13
5 3x5 5x3 15 15 15 15’

2
3 +
as duas primeiras pessoas receberam, juntas, %’ da quantia mais R$17,00. Desse modo, a quantia que
coube a terceira pessoa, somada com R$ 17,00, ou seja, R$ 17,00 + R$ 15,00 = R$ 32,00, corresponde 2
fracdo
15 13 15-13 2
15 15 15 15

g 4 o ALt J"!V PACTD
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extamente o que falta para completar a fragdo unidade (1 = %), representando o total da quantia que

foi repartida. Portanto, temos:

2
R — R$ 32,00
1
R — R$32,00 + 2 = R$16,00
15
R — 15xR$ 16,00 = R$ 240,00

Exercicio 3.31 Uma fortuna foi repartida entre trés filhos do seguinte modo: uma filha solteira
recebeu % da heranca mais R$8000,00; o filho menor recebeu % mais R$5000,00 e a filha casada
recebeu os R$42.000,00 restantes. Quanto recebeu o filho menor?

Exercicio 3.32 Uma torneira enche um tanque em 6 horas e uma outra torneira enche o mesmo
tanque em 3 horas. Sabendo que o tanque encontra-se vazio, se as duas torneiras forem abertas ao
mesmo tempo, em quantas horas elas encherao o tanque?

“a Solucdo. Em 1 hora, uma das torneiras enche % do tanque e a outra enche % do mesmo tanque.
Desse modo, se as duas forem abertas ao mesmo tempo, em 1 hora encherao

1 n 2 1
6 6 S 2
do tanque. Logo, se o tanque estiver vazio e as torneiras forem abertas juntas, o tanque estara
completamente cheio em 2 horas. |

Exercicio 3.33 Duas torneiras enchem um tanque em 4 horas. Uma delas, sozinha, enche o tanque
em 7 horas. Em quanto tempo a outra torneira, sozinha, encheria o tanque?

“a Solucdo. Em 1 hora, uma das torneiras enche ?11 do tanque e as duas juntas enchem % do mesmo
tanque. Desse modo, em 1 hora, a outra torneira enchera

1x7 1X4_ 7 4 7—4 3

1
7 4xT  Tx4 28 28 28 28

1
4

do tanque. Assim, essa torneira enche % do tanque em 60 minutos. Logo, temos as seguintes
correspondéncias.

i — 60 min

28
i — 60 min <+ 3 = 20 min
28
28 . .
% — 28x20 min = 560 min
Ou seja, a segunda torneira, sozinha, enche completamente o tanque em 560 min = 9 h20 min. |

Sequéncia 4

Exercicio 3.34 — OBMEP. Os ntimeros a e b sdo inteiros positivos tais que 5 + g = % Qual é o valor
de a + b?

(a) 5. (b) 7. (c) 14. (d) 20. (e) 31.
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s Solucdo. Veja que
31 a b ax3 bxll _3a 11b  3a+11b

33173713 31 337337 33
Assim, 3a + 116 = 31. Desse modo, procuramos um multiplo de 3 positivo que somado a um muiltiplo

de 11, também positivo, resulte em 31. Como 31 — 11 = 20 nao é miltiplo de 3 e 31 — 22 = 9 é multiplo

de 3, obtemos
Ja=9=a=3

11 =22 = 0b=2.

Portanto, a + b = 5. A alternativa correta é a da letra (a). [ |

Exercicio 3.35 — OBMEP. Elisa tem 46 livros de Ciéncias e outros de Matemética e Literatura.
Sabendo que um nono dos seus livros sdo de Matemaética e um quarto sao de Literatura, quantos
livros de Matematica ela possui?

(a) 23. (b) 18. (c) 8. () 9. (e) 36.

B Solucdo. A fracdo que representa a soma das quantidades de livros de Matemaética e de Lietratura

que Elisa possui é
r 1 14 1.9 4 9 4+9 13

971794 19736 36 36 36
Assim, a fragdo que corresponde aos livros de Ciéncias é

36 13 3613 23

36 36 36 36

Desse modo, temos as seguintes correspondéncias.

23
6 — 46 livros
1 —46+23=21
— +23= ros
36 iv
36
36 — 36x2 = 72 livros
Portanto, Elisa possui ao todo 72 livros, logo, a quantidade de livros de Matemaética que ela possui é
1 72
—.72=—=28.
9 9
A alternativa correta é a da letra (c). [ |

Nao é necessario encontrar o total de livros que Elisa possui antes de encontrar a quantidade de
livros de Matemaética que ela possui. De fato, como % dos livros que ela possui sdo de Matematica e
considerando as equivaléncias de fragoes

1 1x4 4
9  9x4 36
temos as seguintes correspondéncias:
23
36 — 46 livros
! — 46 +-23=21i
— =+ 23 =2 livros
36 v
1 — 4x2 =8 li
36 = 8 livros
ke ‘:H__.‘:-" Y- F"-'c:""é I pacro
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Assim Elisa possui 8 livros de Matematica.

Exercicio 3.36 Duas torneiras enchem um tanque em 6 e 7 horas, respectivamente. H4 um ralo no
fundo do tanque, que o esvazia completamente em exatamente 2 horas, se o tanque estiver cheio e as
torneiras fechadas. Estando o tanque cheio e abrindo-se as duas torneiras e o ralo, em quanto tempo
o tanque ficard completamente vazio?

B Solucdo. Em 1 hora, uma das torneiras enche % do tanque e a outra enche % do mesmo tanque.
Abertas, simultaneamente, em 1 hora, as duas enchem

1 1x7+1x6_1+6_6+7_§
T 6xT  Tx6 42 42 42 42°

Ly
6

Por outro lado, o ralo esvazia % do tanque em 1 hora, pois necessita de 2 horas para esvazia-lo

completamente. Agora, como % = % > g, o ralo, em cada hora, retira mais dgua do que o que as

torneiras conseguem colocar. Desse modo, se o tanque estiver cheio, com os ralos e as torneiras abertos,
o tanque ficara vazio. De fato, em 1h = 60 min, a fracdo de dgua que o tanque tera perdido é

13 21 13 8 8+2 4

1
2 42 42 42 42 422 21

Assim, temos as seguintes correspondéncias.

4
— — 60 min

21
1 . .
o1 — 60 min <+ 4 = 15min
21 . .
o1 — 21x15min = 315 min
Portanto, com os ralos e torneiras abertos e o tanque completamente cheio, depois de 315 min = 5h15 min
o tanque ficard completamente vazio. |

Exercicio 3.37 Trés torneiras, abertas simultaneamente, enchem um tanque em 8 horas. A primeira
e a segunda torneiras sao capazes de encher o tanque em 18 e 24 horas, respectivamente. Quantas
horas a terceira torneira levaria para encher o tanque sozinha?

Exercicio 3.38 Felipe e Lucas, encarregados de uma obra, fariam todo o trabalho em 12 dias. No fim
do quarto dia de trabalho, Felipe adoeceu e Lucas concluiu o trabalho sozinho, gastando mais 10
dias. Em quanto tempo Lucas faria o trabalho se tivesse trabalhado sozinho desde o inicio?

4 Solucdo. Como os dois fariam todo o trabalho em 12 dias, em 4 dias eles fizeram % = % do

trabalho. No fim do quarto dia, restavam % — % = % do trabalho para serem executados. Como Lucas

levou 10 dias para concluir os % que faltavam, temos as seguintes correspondéncias.

2
— — 10 dias
3
1 .
3 — 10+ 2 =5 dias
3 .
3 — 3x5 = 15 dias
Assim, Lucas faria o trabalho em 15 dias, se tivesse trabalhado sozinho desde o inicio. |
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Exercicio 3.39 — CMM - adaptado. Lucas e Lauro estavam correndo numa mesma pista circular.
Eles iniciaram a corrida ao mesmo tempo, do mesmo ponto de partida, porém em sentidos contrarios.
Em um determinado momento, os dois pararam, sem que ainda tivessem passado um pelo outro.
Lucas ja tinha percorrido % do comprimento total da pista e Lauro tinha percorrido % do comprimento
total, mais 110 metros. Se, no momento da parada, a distdncia entre eles era de 90 metros, qual o
comprimento total desta pista de corrida?

(a) 210 metros.
(b) 240 metros.
(c) 246 metros.
(d) 400 metros.
(e) 600 metros.

7= Solucdo. Veja que eles safram em sentidos contrérios e ainda nao haviam se encontrado no momento
em que ocorreu a parada. Assim, se somarmos as distdncias que os dois percorreram e a distancia
entre eles no momento da parada, obteremos o comprimento da pista. Mas observe que Lucas ja havia
percorrido % do comprimento da pista e Lauro g do mesmo comprimento mais 110 m. Agora, uma vez

que

1X3+1_3+
6

a fracdo % corresponde a 110m + 90m = 200 m. Assim, temos as seguintes correspondéncias.

1

g — 3x200m = 600 m

Portanto, concluimos que a pista possui 600 m, ou seja, a alternativa correta é a da letra (e). |

Exercicio 3.40 Dois caminhdes tanques, completamente cheios com uma mistura de dlcool e gasolina,
despejam totalmentes suas cargas num mesmo reservatorio vazio de um posto de combustiveis. Em
um dos tanques, a mistura continha 1/12 de alcool, e no outro, a mistura continha 1/16 de dlcool.
Qual a fracdo de alcool nesse reservatério depois de despejadas as duas cargas?

Exercicio 3.41 — Adaptado do Banco da OBMEP. Certo matemético editando figuras no formato de
discos em seu computador. As trés figuras a seguir mostram discos de mesmo formato em que os
dois primeiros foram cortados em 3 e 4 pedacos iguais, respectivamente. Ele deseja cortar o terceiro
disco usando dois botdes do seu programa de imagens: um que simula uma régua e corta em linha
reta e outro que permite copiar e colar pedagos ja cortados de discos da imagem. Explique como
usar esses dois botoes e os discos ja desenhados para cortar o terceiro disco em 12 partes iguais.

B Solucdo. O primeiro passo é usar o botao de copiar e colar para sobrepor os pedagos de tamanhos
1/3 e 1/4 dos discos da esquerda produzindo a figura a seguir:

CIEMTINTA DHETT
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Note que a fatia conectando os pontos B e C equivale a

1/3—1/4=1/12

do disco inteiro. Agora basta usar o botao de copiar e colar, repetindo sucessivamente o procedimento
que gera essa fatia 11 vezes, obtendo pedagos consecutivos para dividir o terceiro disco em 12 partes
iguais |

Observacdo 3.4 Também é possivel resolver esse exercicio trocando o botao de copiar e colar por
um compasso, que essencialmente servird para transportar os comprimentos de arcos entre um disco
e outro.

3.3 - Multiplicacdo e divisao

Para dar continuidade ao estudo das operac¢bes com nimeros racionais na forma de fragoes, apresen-
tamos agora um exemplo que estd relacionado a multiplicagdo de fragoes.

Exercicio 3.42 Dona Josefa fez uma torta de frango para distribuir com seus queridos vizinhos. Ela
pensou em dar % da torta para Dona Francisca, a sua vizinha da direita. Porém, quando a torta estava
no forno, o cheiro se espalhou pela vizinhanca e ela teve que refazer a distribuicao para contemplar
um numero maior de vizinhos. Decidiu, entao, dar a Dona Francisca apenas % da fragdo que tinha
pensado em dar inicialmente. Depois de refeita a divisdo, que fracido da torta Dona Francisca recebeu?

& Solucdo. A torta pode ser representada por um quadrado, que inicialmente foi dividido em sete

partes iguais, pelos cortes verticais. Pintamos 3 dessas partes, representando a fracdo da torta que
Dona Francisca receberia inicialmente: % = “3 retdngulos”. Em seguida, cada um desses retangulos é
dividido em 5 partes iguais, pelos cortes horizontais, gerando retangulos pequenos. Assim, o quadrado
fica dividido em 5x7 = 35 desses tltimos retdngulos. Agora, a fragdo da torta que a Dona Francisca
recebeu corresponde a % da parte originalmente pintada. Por isso, realgamos, numa cor mais escura,
dois dos cinco retangulos menores de cada retangulo vertical pintado anteriormente, totalizando 2x3 = 6

retdngulos realcados. Entao, em termos do total de retdngulos menores, a fragdo dos realcados é igual a
2X3 _ 6
BX7 — 35

Gragas ao raciocinio acima, definimos o produto %X% como

23 2 3 2:3 6

X — = — —

57 57T 57 35

Assim, Dona Francisca recebeu % da torta, depois que Dona Josefa refez a divisao. |
§ -
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De modo geral, temos o seguinte algoritmo.

Multiplicacao de Fragoes: o produto de duas fragoes é a fragao cujo numerador é o produto dos
numeradores e cujo denominador é o produto dos denominadores das fragées dadas. Por exemplo,

5.3 53 15
8 2 8x2 16
Nao esquecendo que

53 .5 4 8
372 ¢ g ¢ 9

ou seja, multiplicando duas fragoes, estamos calculando uma fracao de outra fragio.

Exercicio 3.43 Clotilde distribuiu certa quantidade de bombons de chocolate a seus trés sobrinhos.

Tobias, o mais velho dos trés, recebeu % do total de bombons. Adalberto, o mais jovem, recebeu
% do que restou, depois que Tobias recebeu a sua parte. André recebeu os 16 bombons restantes.

Adalberto deu % de seus bombons a Marcela, sua namorada. Quantos bombons Marcela recebeu?
(a) 42. (b) 2. (c) 12. (d) 14.

& Solucdo. Tobias recebeu % do total de bombons. Podemos representar geometricamente essa fragao
através da figura abaixo, na qual a parte dos bombons que coube a Tobias estd pintada de amarelo.

Wl

1
3

Depois que Tobias pegou a sua parte, restaram % do total de bombons, que estao representados na
figura pelas duas partes brancas. Entao, Adalberto recebeu % do que restou, ou seja, recebeu
3 2 6
—X = = —,
73 21
Para representar essa fragdo, dividimos cada retdngulo horizontal em 7 retdngulos menores, e
pintamos de uma cor mais escura, em cada uma das duas linhas brancas, 3 desses 7 retangulos menores,
pois Adalberto recebeu % do que restou. O resultado é mostrado na préxima figura.

Mo

Il
W
X
Wit
Il

|
Wl
SR

Sendo assim, as partes de Tobias e Adalberto somadas correspondem a todos os retangulos pintados:

1 n 6 7 n 6 13
3 21 21 21 21
Desse modo, os oito retdngulos que ficaram brancos na tltima figura correspondem a fracao

21 13 8

21 20 21

do todo. Tais 8 retdngulos correspondem aos 16 bombons que André recebeu. Entao, cada retangulo,
% dos bombons, é o mesmo que 2 bombons. Portanto, Clotilde distribuiu ao todo 21x2 = 42 bombons,
como essa conclucdo ilustrada na seguinte sequéncia de trés figuras.

Desses 42 bombons, 2% foram para Adalberto. Uma vez que
6 42
—x42 = 6x— = 6x2 =12
g1 42 = g = 0 ’
o L B nacro
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= 28—1 <+— 16 bombons

:2—11<—> 16 —~ 8 = 2 bombons

= % <—— 21 -2 = 42 bombons

concluimos que Adalberto recebeu 12 bombons. Além disso, ele deu % de seus bombons para Marcela.

Como
1 12
—x12=— =2,
6 6
podemos afirmar que Marcela recebeu 2 bombons. |

O proximo exemplo esta relacionado com a divisdo de fragoes.

Exercicio 3.44 André possui um sitio, localizado na cidade de Canindé. No sitio, hd uma vaca que
produz exatamente 5 litros de leite todos os dias. André divide o leite produzido em garrafas de
capacidade % de litro e as distribui com os parentes e amigos mais proximos. Quantas garrafas de
leite sdo produzidas por dia no sitio de André?

& Solucdo. Conceitualmente, precisamos dividir 5 litros por % de litro, sendo essa divisao de um

inteiro por uma fracao: 5 + % Na figura abaixo, cada uma das caixas numeradas de 1 a 5 representa
um litro de leite.

[ [ [ [ [ [ [ [
! ! ! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! !
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
! ! ! ! ! ! ! !

1 2 3 4 5

Como as garrafas tém capacidade de % de litro, cada litro de leite enche exatamente 3 garrafas:
algebricamente, temos SX% = % = 1. Portanto, os 5 litros de leite enchem 5x3 = 15 garrafas, o que pode

ser contado na figura. |

Observando a solugdo do problema acima, percebemos que

1 3
+ — =5x— = 15.
5 3 5X1 5

Também podemos utilizar a reta numérica para interpretar geometricamente a divisdo 5+ % =5Hx3 =
15. Imagine que estamos caminhando sobre a reta e desejamos ir de 0 a 5, dando passos de tamanho %

NN NN N NN N N N N N N N N

>

0 1 2 3 4 )
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Observe, pela figura anterior, que sdo necessarios 3 passos para percorrer cada um dos segmentos entre
os numeros inteiros. Logo, s@o necessarios 5x3 = 15 passos para ir de 0 a 5. Portanto,

1
5+ - =5x3=15.
3 X

De modo analogo, 6 =+ % representa a quantidade de passos que devemos dar se desejamos ir de 0 a 6,
utilizando passos com % de seu tamanho. Mas veja que, nesse caso, sdo necessarios 3 passos de tamanho
% para percorrer 2 unidades inteiras, ou seja, para cada um dos intervalos [0, 2], [2,4] e [4,6]. Portanto,
S80 necessarios %XB = GX% = % = 9 passos para ir de 0 a 6, ou seja,

2 18

3

0 1 2 3 4 5 6
Para apresentar uma interpretagdo geométrica para a divisdo 1 + %, procuraremos uma resposta
para a pergunta: quantos segmentos de medida % cabem em 1 segmento de medida 1?7 Para responder
a essa pergunta, primeiro note que

Assim,
3 5
24+ -|-—=1
( + 5> 13 ’
ou seja,
5 3 13
l-—=2+-=—.
13 + 5 )
0 1 5 10 1
13 13 13

Agora, se 0 < p < n sdo numeros naturais, entdo, dividindo n por p, encontramos nimeros naturais
gertaisque 0 <r <pen=gqgp+r. Também aqui, obtemos

r
(q + _) ‘ g B 1’
p) n
o que implica
P n
1+==—-.
n o p

Por outro lado, podemos interpretar geometricamente a divisdo 1 + %, através da seguinte figura.

/_\ | |

1 5 _ 13
0 3 ;=1 5
Na figura, a unidade foi dividida em 5 intervalos de medida % e a fracdo % corresponde a 13 desses
5 13

da fragdo % correspondem a 5 desses intervalos menores, cuja medida é % Logo,

intervalos. Assim, %
13_5

concluimos que 1+ 2 = 3.
Mais geralmente, temos o seguinte algoritmo.
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Divisao de Fragoes: para dividir uma fracdo por outra, basta multiplicar a primeira fragdo pela
inversa da segunda. Por exemplo,

2 4 25 255 10
375 34 34 12
¢ 1.1 13 1x3 3
5°3 51 bxl b

3.4 - Exercicios resolvidos e propostos
Sequéncia 1
Exercicio 3.45 Em cada um dos itens abaixo, a parte pintada de cor clara no retangulo da esquerda

representa uma fracdo e a parte pintada de cor escura no retdngulo da direita representa o produto
dessa fracdo por uma segunda fragdo. Encontre as duas fragoes e calcule seu produto.

(a)

—

B

B Solucdo. (a) A parte mais clara no retdngulo da esquerda representa a fragao % No retangulo
da direita, a parte escura representa }1 da parte mais clara no retangulo da esquerda. Assim, a

figura representa o produto
1 2 2
—_X == —,
4 3 12
b) A parte clara no retangulo da esquerda representa a fracdo 2, enquanto a parte escura no retangulo
5
da direita representa % da parte mais clara no retdngulo da esquerda. Logo, a figura representa o

produto
3.4 12
8 5 40
[ ]
Exercicio 3.46 Calcule
(2) 8x3 (c) 4x3 (e) 5 =2 () §+1
31
(b) §x7 (d) §xIx3 () 3+3 h) &+5
& Solucdo. Temos:
(a)
8 1 8x1 8
8><— = —X—=-= = = - =
1 4 1x4 4
e ‘:H;F__, oA "1’":1:, P oo
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(b)
3 3x1 3

1
8 7 T 8x7 56

4
3

4x9 3612 3

3x8  24=12 2

9
X —
8

3 7 4_3><7X4_84_
437 4x3x7T 84

5 33 3x3 9
3= =SxZ= ==
3 15 1x5 5
()
(AR O B o
475 47 4x7  28=7 4’

9 13 9 22 9x22 198+11 18

R —_ X —

11 722 11 13 11x13  143=11 13

Para tornar mais simples os célculos efetuados em uma multiplicacido de fracoes, podemos dividir, por
um mesmo numero natural, o numerador de uma das fragoes e o denominador de outra, procedimento
esse chamado de simplificagdo. Do mesmo modo, em uma divisdo de fragoes, podemos dividir os
seus numeradores por um mesmo nimero natural e, também, podemos dividir os seus denominadores
por um mesmo numero natural. Lembre-se que, para dividir uma fracdo por outra, multiplicamos
a primeira fracdo pela inversa da segunda. Logo, quando transformamos a divisdo dessas fragoes
em uma multiplicagdo, o numerador da segunda fragdo vira denominador e o seu denominador vira
numerador. Por exemplo, com relacao aos itens (d) e (h), do exercicio 3.46, temos

7.4
—X—
3 7

9x2 _ §
13x1 13"

1122 11=11  22=11

9 13 9 13 9 2
1 3

Exercicio 3.47 Carlos passa ;11 do dia estudando. Do tempo que passa estudando, ele utiliza % para
estudar Matematica. Que fracdo do dia Carlos utiliza para estudar Matematica?

& Solucdo. Carlos estuda Matemética durante % }1 = % = % do dia. [ |
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Exercicio 3.48 Joana gastou % de sua mesada na cantina da escola. Do total que gastou na cantina,
% foram gastos com doces. Que fragdo de sua mesada Joana gastou com doces?

Exercicio 3.49 Quantas garrafas com capacidade de % de litro sdo necessarias para distribuir 30 litros
de suco?

B Solucdo. A quantidade de garrafas com capacidade de % de litro necessarias para distribuir os 30

litros de suco é 9 30-9 929 1
LS T T 15+ 2 = 15x3 = 45.
30 3 ] 3 5 3 5%3 5

Exercicio 3.50 Numa corrida de revezamento, as equipes devem percorrer um total de % quilometros
e cada atleta deve percorrer % de quilémetro. Quantos atletas cada equipe deve ter?

Sequéncia 2

Para o préximo exercicio, observe que, na presenca de adigbes ou subtracbes juntamente com
multiplicacdes ou divisdes, as multiplicagoes e divisdes tém, por convencdo, prioridade de execucgdo
sobre as adigOes e subtracgoes, sendo esse procedimento conhecido como ordem de precedéncia da
multiplicacdo e da divisdo sobre a adi¢ao e subtragao.

Exercicio 3.51 Calcule:

Exercicio 3.52 Joaquim comeu % de uma pizza e José comeu % do que restou. Que fragao da pizza
foi comida por José?

& Solucdo. Uma vez que Joaquim comeu % da pizza, restaram % — % = 5% = % da pizza. Assim,
como José comeu % do que restou, a fracdo da pizza que ele comeu foi
27 2=+2 7 1
—X—= = X = —X—= = —
7 8+2
Portanto, José comeu % da pizza. |

Se a multiplicacao das fracoes % e % é feita sem os cancelamentos e simplifica¢oes, obtemos

2x7 14

2. 7_ _
7 8 Tx8 56

14:14 _ 1 A

. 2 ~ 14 , . 1

Veja que obtivemos como resposta a fracao 55, que é equivalente a 7, uma vez que z=1; = ;.
vantagem de fazer os cancelamentos e simplificagoes, antes de efetuar a multiplicagdo, é que os calculos
ficam mais simples.
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Exercicio 3.53 Joaquim comeu % de uma pizza e José comeu % do que restou. Que fracdo da pizza
os dois comeram juntos?

Exercicio 3.54 A familia de Jaime bebe dgua em copos cuja capacidade é % de litro. Se o garrafao de
agua que estao utilizando ainda tem 5% de litros de dgua, quantos copos eles ainda poderao encher
completamente?
7= Solucdo. Inicialmente, veja que 5% = 5X§+3 = %. Logo, ainda h4 % litros de 4gua no garrafao.
Dividindo essa quantidade em copos com capacidade de % de litro, obtemos um total de

28 2 28 2

€+g:3+5=28+2:14copos.
Assim, a familia de Jaime ainda podera encher, completamente, 14 copos com a dgua que resta no
garrafao. [

Exercicio 3.55 O pai de Bruna a presenteou com alguns doces na tultima sexta-feira. No sdbado, ela
comeu metade dos doces que ganhou e no domingo comeu a metade do que havia restado no sabado.
Que fracdo da quantidade total de doces Bruna comeu no domingo?

Exercicio 3.56 O pai de Maria a presenteou com alguns doces na ultima sexta-feira. Ela comeu
metade dos doces que tinha no sidbado e metade do que restou no domingo. Que fragdo da quantidade
total de doces Maria comeu durante o fim de semana?

utilizou % dessa quantidade para fazer queijo e o restante vendeu em garrafas de capacidade de % de
litro. Quantas garrafas de leite Armando vendeu?

Exercicio 3.58 Fernando construiu sua casa em % de seu lote. Dias depois, plantou frutas em % do
restante. Calcule a fragdo do terreno destinada ao plantio de frutas.

Exercicio 3.59 — Canguru. Em um teatro infantil, um sexto da audiéncia era de adultos e dois

‘ Exercicio 3.57 A fazenda de Armando produziu 270 litros de leite durante a tltima semana. Ele
‘ quintos das criancas eram de meninos. Qual fracdo da audiéncia era de meninas?

(SN

(d) ()

=
(S

(b) ()

N[
Lol

(a)

“a Solucdo. Uma vez que % da audiéncia era formada por adultos, 1 — % = 6? T = % da audiéncia
6
era composta por criangas. Como % das criancas eram meninos, 1 — % = % — % = % das criancas eram
meninas. Assim, a fracdo da audiéncia composta por meninas era
35 3+35+5 11 1
—_ X == ——X—— = — X = = —,
56 5+56+3 1 2 2
Assim, a alternativa correta é a da letra (a). ]

Exercicio 3.60 — Canguru. Um oitavo dos convidados de um casamento eram criancgas. Trés sétimos
dos adultos convidados eram homens. Que fracdo dos convidados eram mulheres adultas?

(a) 3. (b) 3. (c) & (d) L. (e) 2.
-:.L-'*-_'.::-‘-.--L-l r:.ud"l'l;-. - 'I-t-.r;ﬁr; ﬂ"m"_:
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Exercicio 3.61 Num time de futebol carioca, metade dos jogadores contratados sio cariocas, um tergo
sao de outros estados e os 4 restantes sdo estrangeiros. Quantos jogadores contratados tem o clube?

- - 1 1 5 1

“a Solucdo. A fragdo, em relacdo ao total, dos jogadores brasileiros é 3 + 35§ Entao 5 dos
6

jogadores é estrangeiro, que totalizam 4. Assim, o total de jogadores do clube é 1 4 =24. |

Sequéncia 3

Exercicio 3.62 — OBMEP. Dois meses atras, o prefeito de uma cidade iniciou a construcao de uma
nova escola. No primeiro més, foi feito 1/3 da obra e no segundo més, mais 1/3 do que faltava. A
que fragdo da obra corresponde a parte ainda nao construida da escola?

(a) 1/3.
(b) 4/9.
(c) 1/2.
(d) 2/3.
(e) 5/6.

& Solucdo. Depois de concluido o primeiro % da obra no primeiro més, restaram % Assim, no segundo
més foram concluidos %Xg = 2 da obra. Assim, a fracdo da obra da escola concluida nos dois primeiros

370
meses é
1 2 1x3 2 3 2 5

3797 3379 9079 9
Logo, a fragdo da obra corresponde a parte ainda nao construida da escola é
9 5 4

9 9 9

Exercicio 3.63 Uma caixa possui 64 biscoitos. Em cada um dos dias da semana passada, de segunda
a sexta-feira, Artur comeu metade dos biscoitos que havia na caixa. Quantos biscoitos restaram?

74 Solucdo. Como, em cada, dia Artur come a metade dos biscoitos, a quantidade de biscoitos que
resta na caixa € igual a quantidade de biscoitos que ele comeu. Assim, na segunda, Artur comeu
%X64 = 32 biscoitos, na terca comeu %X32 = 16; na quarta %X16 = 8; na quinta %XS = 4 e na sexta
5*x4 = 2. Portanto, restaram 2 biscoitos na caixa. |
Exercicio 3.64 — Fundagdo Carlos Chagas - adaptado. Joao trabalhou ininterruptamente por 2

horas e 50 minutos na digitagdo de um texto. Sabendo que ele concluiu essa tarefa quando eram

decorridos 11/16 do dia, contados a partir das 0 h, podemos afirmar que ele iniciou a digitagdo do

texto as

(a) 13h40min.
(b) 13h 20min.
(c) 13h
)
)

[u—y

(d) 12h20min.
(e) 12h 10min.

74 Soluc@o. Como 1 dia tem 24 horas e cada hora tem 60 minutos, 1 dia possui 24x60 = 1440 minutos.

Assim, Joao finalizou a tarefa %X1440 = lzlléOXH = 90x11 = 990 minutos depois de O h. Agora, veja

que 990 = 60x16 + 30, conforme o seguinte algoritmo de divisao.

990160
390 |16
30
hiaig 4 o ALt ﬂ-—’ PRCTD
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Logo, Joao concluiu o texto as 16h 30min. Subtraindo 2h 50min de 16h 30min, obtemos 16h 30min,
conforme o algoritmo de subtragdo abaixo.

16h 30min
— 2h 50min
13h 40min

Portanto, Jodo iniciou a digitagdo as 13h 40min. Assim, a alternativa correta é a da letra (a). ]

Exercicio 3.65 — OBM. Carlos fez uma viagem de 1210 km, sendo 7/11 de aeroplano, 2/5 do restante
de trem, 3/8 do novo resto de automével e os demais quilémetros a cavalo. Calcule quantos quilémetros
Carlos percorreu a cavalo.

%a Solucdo. Carlos percorreu % do percurso total da viagem de aeroplano e %X(% —17) = %Xi =3

de trem. Somando as fragoes correspondentes a essas duas partes da viagem, obtemos

7 8 7x5 8 35 8 43

11755 11x5 " 55 55 55 55

Ainda restam % — % = % Assim, a fracdo do percurso que Carlos percorreu de automovel é

312 3 12+4 3 3 9

X = —— X = —X—— = —
8 b5 &8=+4 55 2 55 110

Somando as fragoes correspondentes aos trechos percorridos de aeroplano, trem e automovel temos

43 9  43x2 9 86 9 95

5 110 55x2 1110 110 T 110 _ 110°

Desse modo, Carlos percorreu % — % = % do percurso a cavalo. Portanto, ele percorreu %xmo =
2210515 = 11x15 = 165 km a cavalo. |

- S -
Exercicio 3.66 — OBMEP - 2016. A figura mostra a fragdo — como soma de duas fragdes. As manchas

encobrem niimeros naturais. Uma das fragoes tem denominador 3. Qual é o menor numerador

possivel para a outra fracao?
L] —

11

o

o o
N e N N N
T W N =

o A

& Solucdo. Como 5/11 < 1, o numerador da fragdo que tem denominador 3 ndo pode ser maior ou
igual a 3 e, consequentemente, é 1 ou 2. De 5/11 < 2/3, podemos concluir que esse numerador s6 pode
ser 1 e assim a fracdo com a interrogagao é igual a

5 1 4
11 3 33
Assim, como 4/33 é uma fragao irredutivel, o menor numerador em questao é 4 e a resposta é a letra
D. |
A e -5 63
o L Pyl T PACTT
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Exercicio 3.67 — Adaptado da OBMEP. Na igualdade abaixo, [J é um ntimero inteiro positivo. Qual

é o seu valor?
0_,, 1
7T 2+4

=
e

7= Solucdo. Veja que 10 = 7x1 + 3, conforme a divisdo abaixo.

10 |7
311
Dali,
10 3 1
=14 2=14-.
A
Mas 4 = 3x2 + 1, conforme a nova divisao abaixo.
713
1] 2
Logo,
10 3 1
12 =14
7Tt T
1
=1+
2+ 3
Portanto, (0 = 3. |

Sequéncia 4

Exercicio 3.68 No patio de uma montadora hé carros de cinco cores: preto, branco, vermelho, azul e
prata. Metade dos carros sdo pretos e um quinto dos carros sao brancos. De cada uma das outras
trés cores, ha nimeros iguais de carros. Sabendo-se que existem 42 carros vermelhos, quantos carros
brancos ha no patio?

_ ~ Lo ~ ~ .
%= Solucdo. Dos carros que se encontram no patio da montadora, % sdo pretos e % sdo brancos. Assim,
a fracdo que corresponde ao total de carros pretos ou brancos é

I 1 1Ix5 1x2 5 2 7
275 25 B2 1010 10
Desse modo, a fracdo que corresponde aos carros que nao sao pretos nem brancos é
10 7 3
10 10 10
Agora, como hd quantidades iguais das outras trés cores, a fracdo que corresponde a quantidade de
carros de cada uma dessas cores é
3 3+3 1 1
T TR A TV T
Como h& 42 carros vermelhos, quantidade essa que corresponde a % do total de carros no patio da
montadora, concluimos as seguintes correspondéncias.

1
0 — 42 carros

% — 10x42 = 420 carros

Logo, ha 420 carros no patio. Os carros brancos correspondem a % do total de carros no patio, ou seja,
a quantidade de carros brancos é

1
5X420 = 84 carros.

CIENTINTA DRETE
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Uma vez que a a fragdo que corresponde aos carros vermelhos é conhecida, podemos proceder do
seguinte modo alternativo para encontrar a quantidade de carros brancos.

1
— — 42 carros

10
2 — 2x42 =84
— = 84 carros
10 IT
Note que % = % Logo, a quantidade de carros brancos é igual a 84.

Exercicio 3.69 A metade de um muro é pintada de vermelho, um ter¢o do que nao é pintado de
vermelho, é pintado de verde, e o restante é pintado de azul. A parte pintada de azul mede 160 cm
de comprimento. Qual o comprimento da parte pintada de vermelho?

Exercicio 3.70 Uma heranca em dinheiro foi distribuida entre quatro irmaos. Ao primeiro, coube %
do total, enquanto o segundo recebeu % do restante. Ao terceiro coube % da soma das partes dos
dois primeiros. Por fim, o quarto recebeu R$ 15.000,00. Quanto recebeu cada um dos herdeiros?

Exercicio 3.71 — OBMEP - adaptada. Uma loja de roupas reduziu em % o preco de uma camiseta,
mas nao conseguiu vendé-la. Na semana seguinte, reduziu em % 0 NOVo preco, e a camiseta foi vendida
por R$54,00. Qual era o prego original da camiseta?

- . . 1 . 10 1 _ 9
“a Solucdo. Quando a loja reduziu em 15 © preglo da camiseta, 0 novo prego passou a ser 15— 15 = 1ig
do prego original. Depois da nova redugao de z do novo preco, o pre¢o da camiseta passou a ser
4,9 _ 422, 9 _ 2x9 _ 18 . 18
%70 = "5 X{o=3 = x5 = 27 do prego orginal. Portanto, 5z

Desse modo, temos as seguintes correspondéncias.

do preco original corresponde a R$ 54,00.

18
— — 54
25

1
— 4+-3=1
25—>5 3 8

25
20 95x3 =175
25 )

Concluimos, assim, que o preco original da camiseta era R$ 75,00. [ |

Exercicio 3.72 Douglas tem uma caixa de tomates. No domingo, % dos tomates da caixa estragaram;
na segunda-feira, estragou % do que sobrou no domingo. Sobraram 70 tomates em boas condigoes.
Qual o total de tomates que havia na caixa?

Exercicio 3.73 — CMF. Para o Desfile Civico-Militar de 7 de setembro, o Colégio Militar de Fortaleza
precisou deslocar o Batalhdo Escolar para a Avenida Beira-Mar. Esse deslocamento foi realizado
utilizando-se 18 6nibus com 50 lugares cada um. Em % dos Onibus, % dos lugares ficaram livres. Em
% do restante dos onibus, dois lugares ficaram livres em cada um. Nos demais 6nibus, ficou um lugar
livre em cada um. Pode-se afirmar que o efetivo deslocado para a Avenida Beira-Mar poderia ter

sido transportado em:

16 6nibus e sobraria exatamente um lugar livre em um 6nibus.

(a
(

b) 16 énibus e sobrariam exatamente dois lugares livres em um 6nibus.
(c) 16 6nibus e sobrariam exatamente trés lugares livres em um 6nibus.
(d) 17 6nibus e sobraria exatamente um lugar livre em um 6nibus.
(e) 17 6nibus e sobrariam exatamente dois lugares livres em um énibus.
i 1 o B I'|
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& Solucdo. Vamos calcular o total de pessoas que foram & avenida Beira-mar para participar do

desfile. Como %X18 = 1—5 =6e %XSO = % =5, 6 6nibus foram a Beira-mar com 45 lugares ocupados.

Agora, veja que % do restante dos 6nibus correspondem a %XIQ = % -3 = 3x3 = 9 Onibus, os quais

foram a Beira-mar com 48 lugares ocupados. Os 3 6nibus restantes foram a Beira-mar com 49 lugares
ocupados. Assim, o total de pessoas que foram ao desfile é

645 + 9x48 + 3x49 = 6x(50 — 5) + 9x(50 — 2) + 3x(50 — 1)
= 18x50 — (6x5 + 9x2 + 3x1)
=900 — 51
= 849.

(3.1)

Portanto, fica claro que a alternativa correta é a da letra (d), ou seja, o efetivo do CMF poderia ser
transportado em 17 6nibus e sobraria exatamente um lugar livre em um 6nibus. |

Exercicio 3.74 — CMF. Doze amigas resolveram alugar uma casa de praia para passar uma temporada.
Metade do aluguel foi pago no dia da assinatura do contrato, sendo o valor dividido igualmente por
todas as doze amigas. O restante deveria ser pago no dia em que chegassem a casa, porém, no dia do
passeio, trés amigas desistiram. O restante do valor do aluguel teve, entdo, de ser dividido igualmente
apenas entre aquelas amigas que compareceram. A fracdo do valor total do aluguel pago por cada
uma das amigas que compareceram foi de:

(2) 7. (b) 75- (c) 24- (d) 5 (e)

& Solucdo. A metade do aluguel, que foi paga no dia da assinatura do contrato, foi dividida igualmente
para as 12 amigas, logo, cada uma delas pagou % 12 = %X% = i do valor do aluguel. Ja a segunda
metade, foi igualmente dividida, no dia da chegada a casa, somente entre as amigas que compareceram.
Assim, cada uma das nove amigas que compareceram pagou mais % +9= %X% = 1—18 do valor do aluguel.
Portanto, a fragdo do valor total do aluguel pago por cada uma das amigas que compareceram foi

Nell V)

1 1 1x3 1x4 3 4 7

U718 23 T 18d T Tl

Desse modo, a alternativa correta é a da letra (a). |

Exercicio 3.75 — Adaptado do Clube de Matemdatica da OBMEP. A fracdo a seguir é equivalente a
uma fracdo irredutivel. Que fragao é essa?
1-2-3+2-4-64+4-8-124+7-14-21
1-3-54+2-6-10+4-12-20+7-21-35

& Solucdo. O numerador e o denominador sdo miltiplos de 3, logo a fracdo original é equivalente a

3(1:242-4-24+4-8-4+7-14-7)
3(1-5+2-2-10+4-4-20+7-7-35)

1:242:4:-2+44-8:-4+7-14-7
1-5+2-2-10+4-4-20+7-7-35"

Agora, todas as parcelas no numerador sdo multiplos de 2 e no denominador de 5, portanto a fracdo
anterior é equivalente a
2-(14+2-2-24+4-4-447-7-7)
5-(142-2-244-4-44+7-7-7)°

2
Finalmente, cancelando o fator (14+2-2-2+44-4-4+47-7-7), obtemos a fracdo irredutivel a 5 |
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Orientagoes metodolégicas

Na apresentagdo do material e ao longo do texto, apontamos varias sugestoes de carater metodolégico
para a implementacao de roteiros curriculares e rotinas pedagodgicas de uso do material. Assim,
procuramos nortear o trabalho com o material de forma que competéncias complexas fossem gradualmente
desenvolvidas, alinhando-as com as preconizadas por documentos como a BNCC e DCRC. Ademais,
relacionamos o gradual desenvolvimentos dessas habilidades a énfase na recuperagao e fortalecimento
das aprendizagens.

Nesta secao, apresentaremos, ainda que brevemente, algumas sugestoes relacionadas ao conceito
e praticas do ensino explicito, conforme sistematizados pelo Professor Clermont Gauthier e seus
colaboradores. Essa metodologia tem forte base empirica, ndo sendo apenas algo normativo e, sim,
fundamentado em evidéncias da Psicologia Cognitiva e, ainda mais relevante, em avaliacées de impacto
realizadas com o necessario rigor analitico.

O desenho metodolégico do ensino explicito é baseado na triade

preparacao-interacgao-consolidacao,

referida pelo acronimo PIC. Nessa nossa discussao inicial, enfatizamos alguns dos elementos da etapa P,
a de preparagdo, uma vez que esta fortemente associada ao contexto de recuperagdo de aprendizagens
em que esses materiais sdo trabalhados, segundo o planejamento pedagdgico no &mbito do Mais PAIC e
do Pacto pela Aprendizagem. Esses elementos seriam:

¢ definir os objetivos de aprendizado: em nosso caso, os saberes e habilidades da Matriz dos
Saberes podem ser tomados como um conjunto inicial de metas de aprendizagem, as quais podem ser
trabalhadas em um planejamento semanal ou quinzenal, a ser definido pelo professor. Obviamente,
esses objetivos estao vinculados as competéncias e habilidades da BNCC e DCRC e concorrem para

o desenvolvimento das habilidades expressas nos descritores das avaliagdes como SAEB e SPAECE.

As atividades didaticas seriam estruturadas em torno desses objetivos, que devem ser explicitos,
tanto para vocé mesmo, quanto para seus alunos. Além de explicitos, devem ser enunciados de
modo que seja possivel observar se foram atingidos ou ndao. Metas que sejam descritas de modo
muito genérico e aberto serdo dificilmente mensuraveis ou mesmo observaveis. Os objetivos ndo se
resumem aos conteudos que serdo abordados, mas também ao que se espera dos alunos, a quais
habilidades serdao desenvolvidas, a como os conhecimentos serdo mobilizados em atividades e a que
resultados serdo avaliados. Por exemplo, quando declaramos o objetivo de aprendizado formulado
como o saber

S03.H14: efetuar, sequndo algoritmos corretos e justificados, a adicdo ou subtracdo de numeros
racionais, em suas representacoes fraciondrias

estamos, explicitando, simultaneamente: o objetivo que os procedimentos de adi¢do de niimeros
racionais, na forma de fracoes, sejam trabalhados pelos alunos; e, além disso, o objetivo de que
eles e elas possam utilizar, corretamente e com justificativas validas, esses procedimentos, quer em
aplicacoes diretas, quer em contextos que demandem alguma modelagem.

e Delimitar as ideias mestras e determinar os conhecimentos prévios: fixados os objetivos, é
preciso identificar que conhecimentos, habilidades, conceitos, técnicas, representacoes, em suma,
que repertoério é necessario, do ponto de vista 16gico e cognitivo, como base para o trabalho com
os objetivos fixados. Além disso, é igualmente relevante entender como os objetivos planejados
vao sedimentar o que serd estudado em seguida, imediatamente ou nos anos futuros. Para tanto,
o(a) professor(a) deve ter, muito claramente, mapeamentos das ideias fundamentais que vao sendo
estruturadas no eixo que passa pelos objetivos definidos. Em nosso caso, as grandes ideias da
Aritmética, j4 mencionadas na apresentacdo. Além disso, é essencial que, por meio dos exercicios
iniciais em cada aula, seja feita uma sondagem minuciosa de que os alunos detém os conhecimentos
prévios fundamentais.

Nos préximos cadernos, desenvolveremos esses e outros pontos mais detalhadamente.

. A a D, g
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